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APRESENTACAO DA AULA

Fala, pessoal!

Hoje trataremos sobre sistemas lineares. Antes de comegar esse PDF, é necessario que vocé ja tenha uma
base de matrizes e determinantes.

Ressalto desde ja que o assunto dessa aula ndo costuma ser muito cobrado em provas de concurso publico.

™ -

SE LIGA!

Usualmente procuro colocar questdes ao longo da teoria. Para o aprendizado da matéria
de sistemas lineares, existe a necessidade de uma base tedrica que ndo costuma ser
cobrada diretamente nas questdes, motivo pelo qual essa aula apresenta alguns trechos
de teoria sem muitas questdes.

Como de costume, vamos exibir um resumo logo no inicio do tépico para que vocé tenha uma visao geral
do conteudo antes mesmo de iniciar o assunto.

Conte comigo nessa caminhada =)

Prof. Eduardo Mocellin.

r@ @edu.mocellin
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SISTEMAS LINEARES

Equacao linear

Equagdes lineares sdo da forma ayx1 + a,x, + azxz + -+ a,x, = b.
® X4, X2, X3, ..., X, S30 incognitas;

*aq, a,, as, ... ,a, sao os coeficientes;

¢ b é o termo independente.

Uma solucdo de uma equacdo linear é um conjunto ordenado de nimeros reais que torna a equacao
verdadeira.

Sistema linear

Um sistema linear é um conjunto de equacdes lineares.
A solugdo de um sistema linear deve tornar verdadeira todas as equagdes que compdem o sistema.

Representa¢ao matricial de um sistema linear:
AX =B

¢ A: Matriz dos coeficientes ou matriz incompleta do sistema;
¢ X: Matriz das incégnitas;

¢ B: Matriz dos termos independentes.

¢ [A|B]: Matriz completa do sistema.

3x+4y+1z=3 3 4 1 X 3
Ix+(-Dy+1z=1-> |1 -1 1 X[y =11
1x+3y+0z=2 1 3 0 z 2

3 4 1 3

[AIB]=]1 -1 1 1

1 3 0 2

Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando apresentam as mesmas solucdées.
Uma equagdo L, é combinagdo linear de outras equagdes L, e Lz quando existem valores reais a e b
tais que:

L1 = aLZ + bL3

Em um sistema linear, ao substituir uma determinada equacao por uma combinagao linear dela com
outra equagao, temos um sistema linear equivalente.

Em um sistema linear, quando uma determinada equag¢ao corresponde a uma combinagdo linear de
outras equacées do sistema, podemos eliminar essa equagao do sistema.

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 4
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Classificagdo de um sistema linear

Possivel
Determinado Solugdo Unica
(SPD)
Possivel
Possivel
Indeterminado Infinitas solugdes

Sistema Linear (SPI)

Impossivel (Sl) Sem solugao

Se um sistema linear apresenta mais de uma solugao, entdo ele apresenta infinitas solugoes.

Sistema linear homogéneo

Um sistema linear homogéneo é aquele em que os termos independentes de todas as equagdes sao
iguais a zero. Sempre admite a solucdo em que todas as variaveis sdo zero (solugao trivial).

3x+1y+z=0
2x+4y+2z=0
3x+2y+4z=0

Possivel e
Determiando
(SPD)

Solugao Unica
(trivial)
Sistema Linear Sempre é

Homogéneo Possivel

Possivel e
Indeterminado
(SPI)

Infinitas solugGes
(inclui a trivial)

Solu¢ao de um sistema linear

¢ Solugao por substituicdo: consiste em isolar uma varidvel em uma equacdo e substituir em outra
equacao.

¢ Solugao por eliminacao de variavel: consiste em eliminar varidveis por meio de uma combinagdo linear
conveniente das equagdes do sistema linear.

¢ Solucao pela soma das equagdes do sistema: existem casos em que a solugao do sistema linear é obtida
de modo mais rapido realizando a soma de todas as equagdes do sistema.

¢ Solugdo por matriz inversa: a matriz das incégnitas (X) é obtida pelo produto da matriz inversa dos
coeficientes pela matriz dos termos independentes: X = A~ !B.

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) S
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Teorema de Crame

S6 pode ser utilizado quando o numero de equacdes do sistema linear (n) é igual ao nimero de
incégnitas. Nesse caso, a matriz dos coeficientes (A) do sistema linear serd quadrada, de dimensdo
nxn.

Seja D = detA.

01) Se D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD), apresentando solucao Unica.
02) Sendo D # 0, a solugdo Unica (a4, @3, ..., &) do sistema linear é tal que:

Onde D; é o determinante da matriz que se obtém a partir de A, «, substinuindo a coluna i pela matriz
anl-

Método do escalonamento,

O método consiste em obter um sistema equivalente ao sistema original em que o nimero de varidveis
explicitas diminui_ de equacao para equacao. Em outras palavras, o numero de coeficientes nulos
aumenta de equacdo para equacao.

2x+y+z=4 x + y+ 7zl= 4
2x +4y+4z =22 > 3y +3z|= 18
2x+4y+3z=10 —z|=—12

Para obter o sistema escalonado, devemos seguir os seguintes passos:

¢ Colocar como 12 equagao uma que apresente a 12 incdgnita;

¢ Anular a 12 incégnita de todas as equacgdes (exceto da 12) fazendo uso da 12 equacao;

¢ Anular a 22 incégnita de todas as equacdes (exceto da 12 e da 22) fazendo uso da 22 equacao;

¢ Anular a 32 incégnita de todas as equacgles (exceto da 12, da 22 e da 32) fazendo uso da 32 equagdo;
e E assim sucessivamente, até que tenhamos usado todas as equacdes.

Posto e nulidade de uma matriz

O posto de uma matriz é o nimero de linhas ndo nulas de uma matriz escalonada. A representac¢do do
posto de uma matriz A é dada por p(4).
A nulidade de uma matriz é dada por null(4) = (N2 colunas) — p(A)

Discussdo de um sistema linear

Discussao por Teorema de Cramer|

Para fins de discussao do sistema linear, o Teorema de Cramer tem serventia quando obtemos D # 0 ou
quando o sistema é homogéneo.

Teorema de Cramer

D0

Sistema Possivel e Sistema Possivel e

Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) Stz Lnpeseel )

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 6
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Sistema Linear Homogéneo

Dz0

Sistema Possivel e Determinado (SPD)

Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Admite somente a solugao trivial Admite a solucdo trivial e infinitas outras

Discussao pelo Método do Escalonamento

Passo 1: Escalonar o sistema linear.

Passo 2: Analisar o sistema linear escalonado.

e Se obtivermos uma equagdo da forma 0x + 0y + 0z+ Ow = b, com b # 0, temos um sistema
impossivel (SI);
¢ Caso contrario, temos duas possibilidades:

» Se 0 nimero de equacgodes for igual ao nimero de incégnitas, temos um sistema possivel e
determinado (SPD).

» Se o nimero de equagdes for menor do que o nimero de incégnitas, temos um sistema possivel
e indeterminado (SPI).

No escalonamento, se obtivermos uma equag¢do da forma 0x + 0y + 0z + Ow = 0, devemos eliminar
essa equacao do sistema linear, pois essa equagdo é uma combinagao linear das outras.

v
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Equacao linear

Definigcao

Nesse momento, vamos mostrar a representacdo genérica de uma equacdo linear. Basicamente, uma
equacao linear é uma equacao da seguinte forma:

a;xq1+azx; +azxz+--+a,x,=b
Em que x4, X3, X3, ..., X,, Sao incognitas.
Os numeros reais a4, a,, as, ... ,a, sao os coeficientes da equagdo e b é denominado termo independente.

Exemplos de equagdes lineares:

Equacao linear Incégnitas Coeficientes Termo independente
5x+3y =2 X,y 5,3 2
2x+0y+3z+1w =0 X,y zZ,W 2,0,3,1 0
52x; +V3x; +1x3 = X1, X2, X3 52,4/3,1 s

As equac0Oes a seguir ndao sao equagoes lineares.

e 3Vx+2y+z=3
e 3x+2y*+z=1;
e Sx+logy+zw =0;
e x+y+cosz=3.

&%
#ACORDE!

Note que a principal restricdo de uma equacado linear esta na incégnita. Nao se pode ter
incégnitas da forma+/x, y?,log y, cos z, por exemplo, bem como nio se pode ter produto
entre incognitas (zw).

J4 os coeficientes e o termo independente podem ser quaisquer nimeros reais: 52, V3,
etc.

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital)
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Solugao de uma equacgao linear

Uma solucdao de uma equagao linear € um conjunto ordenado de numeros reais que torna a equacao
verdadeira.

Vamos a um exemplo. Considere a seguinte equagao linear:

3x+2y+z=7

Note que o conjunto ordenado (x,y,z) = (1,0,4) é uma solugdo, pois:

3x+2y+z=7
3.1+2.0+4=7
7=7
(VERDADEIRO)

Podemos ter infinitas solucdes para a equacdo linear em questdo. Observe que o conjunto ordenado
(x,y,2z) = (0,0,7) também é uma solugdo, pois:

3x+2y+z=7
3.0+2.0+7=7
7=7
(VERDADEIRO)

Vejamos agora o conjunto ordenado (x,y,z) = (5,5,5):

3x+2y+z=7
3.5+2.5+5=7
30=7
(FALSO)

Note que (5,5,5) ndo é solugao da equacdo linear, pois esse conjunto ordenado ndo tornou a equacao
linear verdadeira.

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital) 9
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Sistema linear

Definigcao

Um sistema linear nada mais é do que um conjunto de equacdes lineares. A seguir, temos um sistema linear,
pois trata-se de um conjunto de equacgdes lineares:

2x+y+z=1
3x+3y+z=3
x+2y+z=2

Agora observe o seguinte sistema de equagdes:

x+y+z=1
2 =1
2
x’y =3

Esse sistema de equagdes nao é linear, pois contém equagdes que ndo sao lineares.

Solugao de um sistema linear

Assim como as equac0es lineares, um sistema linear também apresenta solucdo. A diferenca é que a solucao
do sistema linear deve tornar verdadeira todas as equagdes que compdem o sistema.

Considere, por exemplo, o seguinte sistema linear de equacgdes:

xX+y+z=6
3x+y+3z=16
Ox+y+z=3

Note que (x,y,z) = (3,1,2) é solugdo do sistema linear, pois essa solugdo torna verdadeira as trés
equacdes. Vejamos:

iy
X+y+z=6 3x+y+3z=16 Ox+y+z=3 :
3+1+2=6 .1 33+41432=16 | 0.3+1+2=3
6=6 16 = 16 3=3
............... (VERDADEIRO) | ..VERDADERO) i . ..(VERDADERO)

Agora observe o que acontece com (x,y,2z) = (2,2,2):

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 10
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e L P R T ,
: x+y+z=6 3x+y+3z=16 Ox+y+z=3 :
2+2+2=6 1 3242432=16 | 0.2+2+2=3
6=6 14 = 16 4=3
...\vERDADERO) i i (FASO) A (FASO) :

Como (x,y,z) = (2,2, 2) satisfaz apenas uma equagdo do sistema, (2, 2, 2) ndo é solugdo do sistema linear.

Veremos mais adiante que um sistema linear pode apresentar uma solucdo Unica, infinitas solucdes ou entao
nenhuma solucgao.

Representacao na forma matricial

Considere o seguinte sistema linear com trés equacgdes:

Ix+3y+2z=1

{2x+2y+1z=2
3x+1y+4z=4

Esse sistema linear também pode ser representado por meio da equagao matricial AX = B:

2 2 1 X 2
[1 3 2‘ X [y = \1
3 1 4 Z, A-J
Matriz A MatrizX  Matriz B

AX =B

Como assim, professor? Como que apareceu uma equagéo matricial?

' ESCLARECENDO!

: Para compreender melhor a representagdo matricial, vamos desenvolvé-la.
: Do lado esquerdo, temos o seguinte produto: :
2 2 1 x
1 3 2 X [yl
3 1 4l zl3g

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 11
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Trata-se da multiplicacdo de uma matriz 3 X 3 por uma matriz 3 X 1. Note que o produto é possivel e que o
: resultado desse produto é uma matriz 3 X 1. :

Colunas da 1? = Linhas da 22

7 )
A3x3  X3x1
\_/

Produto: Linhas da 12 e Colunas da 2°

AX3x1

Logo, AX é:

2x+2y+ 1z
1x+ 3y + 2z
3x+1y+4z

AX =

3X1

Do outro lado da equacdo, temos uma matriz B, que também apresenta dimensdo 3 X 1:

2
B=11
: 413,41
EAssim, temos:
AX =B
2 2 1 X 2
1 3 2 X yl =11
3 1 413, Z'3x1 4131
2x+2y+1z 2
1x+ 3y + 2z = [1
3x+1y+4zl, |, 1415,

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 12
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Agora temos a igualdade de duas matrizes 3 X 1. Para as matrizes serem iguais, todos os elementos de
mesma posicdo devem ser iguais: :
: 2x+2y+1z=2

Ix+3y+2z=1

3x+1y+4z=4

: Veja que voltamos ao nosso sistema linear!

Logo, podemos representar um sistema linear tanto por meio de um conjunto de equacgdes quanto por
meio de uma equacao matricial do tipo AX = B. :

Vejamos alguns exemplos de representacdao matricial:

Representagao por conjunto de equagoes Representagao matricial AX = B
(5x+3y=0 5 3] x[x _ [0
(1x+1y=1 1 11y (1
2x+3y=2 2 3] [2]
Mx+2y=1 1 zx[y]z 1
4x + 6y =4 14 6 4]

3x+4y+1z=3 3 4 1 X 3
Ix+(-1)y+1z=1 1 -1 1 xlyl= 1
1x+3y+0z=2 1 3 0 z 2]
( 3x+2y+1z=3 3 2 1] X [3]
<1x+3y+(—1)z=1 1 3 -1 x |y| = 1
Ix+3y+0z=2 1 3 0 z 2
\ 6x+4y+2z=6 6 4 2| 6]

Um ponto muito importante ao realizar a representacao matricial é ordenar corretamente os coeficientes,
as variaveis e os termos independentes.

Suponha, por exemplo, que temos o seguinte sistema:

x+3y+z=5
{ z—2x=1
2y+z+3=0

Devemos colocar os termos independentes no lado direito da equacao. Nesse caso, a ultima equagao deve
ser modificada:

x+3y+z=5
{ z—-2x=1
2y+z=-3

Além disso, devemos ordenar as variaveis da forma correta:

a Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 13
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x +3y+z=5
—2x +z=1
2y+z=-3

Por fim, quanto aos coeficientes, deve-se entender que:

e Variadveis que aparecem em outras equacdes e ndo aprecem em uma determinada equacdo devem
ser representadas com um coeficiente 0;

e Variaveis que supostamente ndo apresentam coeficiente na verdade tém coeficiente 1.

Ficamos com:

—2x+0y+1z=1

{1x + 3y+1z=5
Ox+2y+1z=-3

Portanto, o sistema original apresenta a seguinte forma matricial AX = B:

1 3 1 X 5
-2 0 1{x|yl=1|1
0 2 1 V4 -3

Importante destacar que a matriz A é conhecida por matriz dos coeficientes ou também matriz incompleta
do sistema. J4 a matriz X é a matriz das incégnitas e a matriz B é a matriz dos termos independentes.

Por fim, vocé deve saber que a matriz completa do sistema é a matriz formada pela matriz incompleta (4)
concatenada com a matriz dos termos independentes (B). Para o exemplo anterior, a matriz completa é
dada por:

1 3 1 5
[AB]=(-2 0 1 1
0 2 1 -3

O esquema a seguir resume o que vimos sobre a representacao matricial de um sistema linear.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 14
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I~

e
' ESQUEMATIZANDO

Representagao matricial de um sistema linear:

AX =B

* A: Matriz dos coeficientes ou matriz incompleta do sistema;
e X: Matriz das incognitas;

® B: Matriz dos termos independentes;

e [A|B]: Matriz completa do sistema.

3x+4y+1z=3 4 1 X 3
{1x+(—1)y+lz=1 - -1 1]>< = 1]
1x+3y+0z=2 3 0 2

3 4 1 3

[A|B] -1 1 1]

1 3 0 2

(SEDUC AM/2014) Considere o sistema linear de trés equagdes e duas incdgnitas a seguir:

: x+2y=3 3
{3x+4y=5
S5x+6y=7

i Esse sistema escrito na forma matricial é:

P2 3
;a)[s 4][x y]:H
N 7

oy 3 db=6 s 7

: 121 |3
fo)[x y][3 4 =H
: 7

: 5 6
P2
;d)\g '

6=l

afy 3 2lls|-0)

: Comenta’riOS'

A representacdo de um sistema linear com 3 equacdes e 2 incdgnitas na forma matricial é dado por
AX B, em que:

a Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 15
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R ,
i ® A é a matriz dos coeficientes, da forma 3 X 2;

i i

¢ X é a matriz das incdgnitas, daforma 2 X 1; e

* B é a matriz dos termos independentes, da forma 3 X 1.

i Para o sistema:

x+2y=3 Ix+2y=3
{3x+4y=5 - {3x+4y=5
5x +6y=7 S5x+6y=17

{ Temos:

AX =B
1 2], [3
| 2 bl |

Gabarito: Letra D.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 16
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Sistemas lineares equivalentes

O entendimento do que sdo sistemas equivalentes sera bastante util adiante, quando estudarmos a solugao
de um sistema linear e a discussao de um sistema linear. Vamos a definicdo:

Definicao

Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando apresentam as mesmas solucdes.

Exemplo: considere os sistemas lineares S; e Ss.

S{x+3y=7 S{x+3y= 7
Hox+y=7 =2 14y = -28

Ainda veremos como obter as solu¢des de um sistema linear. Nesse momento, vocé deve acreditar em mim:
ambos os sistemas admitem uma Unica solucdo dada por (x,y) = (1,2).

Assim, como ambos os sistemas apresentam as mesmas solucdes (no caso, uma solucdo Unica), eles sao
equivalentes.

Podemos representar a equivaléncia entre dois sistemas por meio de um til " ~ ". Portanto:

{x+3y=7 {x+3y= 7
Sx+y=7 14y = -28

A equivaléncia entre dois sistemas também pode ser representada por meio da matriz completa do sistema:

R R P

Combinacao linear de equacgodes

Na aula de determinantes, tratamos do conceito de combinagao linear. Vamos recapitular a ideia, aplicando
o conceito para equagoes lineares.

Podemos dizer que uma equagao L; é combinacgdo linear de outras equagdes L, e L; quando existem
valores reais a e b tais que:

L1 == aLz + bL3

Vejamos um exemplo:
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Aula 19
: Exemplo 1. Considere as trés equagdes abaixo:

x+y+z=5
2x+y+3z=3
3x+2y+4z=38

Note que a terceira equagdo (L3) é combinacdo linear da primeira (L;) com a segunda (L,), pois

: Exemplo 2. Considere as trés equagdes abaixo:
! x—y +z=-1 ’
2x+y+z=3

5 +1y+3z=5

Temos que a primeira equagdo (L;) é combinagdo linear da segunda (L,) e da terceira (L3), pois
Ll = (_Z)Lz + 1L3 V(i‘ja' :

(=2)L, —4x—2y—2z = -6
1L, 5x+1y+3z = 5

(=2)L,+1L; x —y +z =-1

Obtencao de sistemas lineares equivalentes

Uma propriedade importante dos sistemas lineares diz respeito a combinacao linear de equacgodes.

(o)

v TOME
NOTA!

Em um sistema linear, ao substituir uma determinada equagao por uma combinagao linear dela
com outra equagao, temos um sistema linear equivalente.

Considere o seguinte sistema linear:

{x+3y=7
S5x+y=7

Ao substituir a segunda equagdo (L) pela combinagdo linear 1L, + (—5)L4, obtemos um novo sistema
linear que é equivalente ao primeiro.

Como 1L, + (—5)L; corresponde a —14y = —28, ficamos com:
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{x+3y=7 {x+3y= 7
S5x+y=7 14y = -28

Para facilitar a comunicagdo, a substitui¢cdo de L, por L, + (—5)L4 sera denotada da seguinte forma:

LZ — 1L2 + (—5)L1

()

FIQUE

ATENTO!

A propriedade aprendida é vélida quando substituimos a equagdo por uma combinacao
linear de equacgdes que contenha a equacao original. Para o exemplo apresentado:

Ly < 1Ly + (=5)L,

Vamos a um outro exemplo. Considere o seguinte sistema linear:

x+y+z=3
{x+2y+22=4
2x +4y+z=5

Ao substituir a segunda equagdo (L,) pela combinacdo linear 1L, + (—1)L,, obtemos um novo sistema
linear que é equivalente ao primeiro.

x+2y+2z=4 ~ y+z=1

{x+y+2=3 {x+y+z=3
2x+4y+z=5 \2x+4y+z=5

Remocao de equacgdes do sistema linear

()

V TOME
NOTA!

Em um sistema linear, quando uma determinada equagao corresponde a uma combinagao linear
de outras equacoées do sistema, podemos eliminar essa equagao do sistema.

Exemplo: considere o seguinte sistema.

xX+y+z=5
2x+y+3z=3
3x+2y+4z=8
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Temos que a terceira equagao é uma combinagao linear da primeira com a segunda, pois L3 = 1L + 1L,.
Logo, podemos eliminar a terceira equagao. Isso significa que temos a seguinte equivaléncia:

x+y+z=5
2x+y+3z=3 ~

{x+y+z:5
3x+2y+4z=8

2x+y+3z=3

Aideia por trds dessa remocdo de uma equacgao é que, em um sistema linear, uma equagao
gue é combinagdo linear de outras contém uma informacdo desnecessaria. No caso
apresentado, a informag¢do 3x + 2y + 4z = 8 ja esta contida, implicitamente, nas outras
duas equagoes.

Ha uma situacdo andloga em que se pode eliminar uma equacgao do sistema linear:

()

v TOME
NOTA!

J& sabemos que, em um sistema linear, ao substituir uma determinada equacdo por uma
combinacao linear dela com outra equagao, temos um sistema linear equivalente.

Se nessa substituicdo obtivermos uma equacdo no seguinte formato:
Ox+0y+0z+0w=20

Podemos remover essa equacao do sistema linear.

Vamos utilizar o mesmo sistema linear como exemplo:

2x+y+3z=3

{ xXty+z=5
3x+2y+4z=8

Ao substituirmos L por Lz + (—1)L4, temos o seguinte sistema linear equivalente:

2x+y+3z=3 ~{2x+y+3z=3

{ x+y+z=5 {x+y+z=5
3x+2y+4z=8 2x+y+3z=3

Ao substituirmos novamente L3 por L3z + (—1)L,, temos:
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2x+y+3z=3~{2x+y+3z=3

{x+y+z=5 { x+y+z=5
2x+y+3z=3 Ox+0y+0z=0

Note que obtivemos uma equagao no formato 0x + 0y + 0z = 0. Logo, podemos eliminar essa equagao.

2x+y+3z=3 ~

{x+y+z=5
Ox+0y+0z=0

x+y+z=5
{ 2x+y+3z=3

Portanto, temos que o sistema linear original é equivalente ao novo sistema linear obtido, isto é:

2x+y+3z=3 ~

{x+y+z=5
3x+2y+4z=8

x+y+z=5
{ 2x+y+3z=3
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Classificacao de um sistema linear

Um sistema linear pode ser classificado de trés formas:

e Sistema Possivel e Determinado (SPD): o sistema apresenta uma Unica solucdo;
e Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): o sistema apresenta infinitas solugdes; e

e Sistema Impossivel (SI): ocorre quando o sistema nao apresenta solugao.

Possivel
Determinado Solugdo Uunica
(SPD)
Possivel
Possivel
Indeterminado Infinitas solugdes
Sistema Linear (SP1)

Impossivel (SI) Sem solucdo

A seguir, vamos entender essas trés classificacdes com maiores detalhes. O procedimento de como realizar
essa classificacdo serd visto no tépico de discussdao de um sistema linear.

(2
#ACORDE!

Um sistema linear pode apresentar solucdo Unica, infinitas solu¢ées ou nenhuma solucdo.

Se um sistema linear apresenta mais de uma solugdo, entdo ele apresenta infinitas
solugodes.

N3o existe a possibilidade de ele apresentar "apenas duas solugbes", "apenas trés
solugdes", etc.
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Sistema possivel e determinado (SPD)

Um sistema possivel e determinado (SPD) é aquele que admite uma Unica solucdo.

Um exemplo de sistema possivel e determinado é o seguinte:

X+y+z=6
2x+y+3z=14
x+2y+z=7

Isso porque ele admite uma Unica solugdo: (x,y,z) = (6, 14,7).
Para um sistema ser possivel e determinado, devemos ter:
e Um nimero de equagoes igual ao niimero de incégnitas;
e Essas equagdes nao podem ser combinagdes lineares umas das outras (pois, nesse caso, podemos

eliminar equagdes); e
e Essas equacgles ndo podem se contradizer.

Sistema possivel e indeterminado (SPI)

Um sistema possivel e determinado (SPD) é aquele que admite infinitas solucdes.

Podemos tomar como exemplo o sistema que vimos recentemente:

x+y+z=5
{2x+y+32=3
3x+2y+4z=8

Lembre-se que ele é equivalente a um sistema com duas equacdes:

2x+y+3z=3 ~

{x+y+z:5
3x+2y+4z=8

x+y+z=5
{ 2x+y+3z=3

Veja que (x,y,z) = (0,6,—1), bem como (—4,8,1) e (—2,7 0) sdo solugdes do sistema linear.

Solugdo (x,y,z) Testeemx+y+z=5 Testeem2x+y+3z=3
(0,6,-1) 0+6+(—1)=5 - 0K 20+6+3.(-1)=3 - 0K
(—4,8,1) (-4)+8+1=5 - 0K 2.(-4)+8+3.1=3 - 0K
(-2,7,0) (-2)+7+0=5 - 0K 2.(-2)+7+3.0=3 - 0K

Além dessas trés solugdes, temos infinitas outras. Logo, o sistema é possivel e indeterminado.
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Sistema impossivel (Sl)

O sistema impossivel ocorre quando o sistema nao apresenta solucao.

Exemplo:

xX+y+z=5
2x+y+3z=3
2x+y+3z=4

Observe o que a segunda e a terceira equacdao estdo nos dizendo: em uma equacdo, temos que
"2x +y + 32" é igual a 3 e, na outra, temos que essa mesma soma é igual a 4.

Ora, ndo é possivel encontrar uma solucdo (x,y, z) cuja soma " 2x + y + 3z" seja iguala 3 e a 4 ao mesmo
tempo. Logo, o sistema é impossivel.
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Sistema linear homogéneo

Um sistema linear homogéneo é aquele em que os termos independentes de todas as equagdes sao iguais
a zero.

Exemplo:

3x+1ly+z=0
2x +4y+2z=0
3x+2y+4z=0

Observe que (x,y,2z) = (0,0, 0) é solugdo desse sistema.

Um sistema linear homogéneo é sempre possivel, pois sempre admite a solugdo em que todas as varidveis
sdo zero (denominada solugao trivial).

e Se osistema linear homogéneo admitir somente a solugdo trivial, entdo ele é um Sistema Possivel e
Determinado (SPD);

e (Caso ele admita outras solu¢des, entdo ele admite infinitas solucdes e é um Sistema Possivel e
Indeterminado (SPI).

Possivel e
Determiando
(SPD)

Solugdo Unica
(trivial)

Sistema Linear Sempre é
Homogéneo Possivel

Possivel e
Indeterminado
(SP1)

Infinitas solucdes
(inclui a trivial)

(ANPEC/2001) Julgue o item a seguir como certo ou errado.
5 Um sistema homogéneo de equacdes lineares sempre tem solucao.
Comentarios:

: Um sistema homogéneo de equagdes lineares, ou seja, um sistema linear homogéneo, é sempre possivel,
i isto é, sempre admite ao menos uma solucdo, a solugao trivial.

Gabarlto CERTO.
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Solucao de um sistema linear

Pessoal, até o momento o estudo foi mais voltado para a construgdao de uma base tedrica. A partir de agora,
temos que redobrar a atengao.

Solugao por substituicao

A solugao por substitui¢do consiste em isolar uma varidvel em uma equacdo e substituir em outra equacéo.
Veja o préximo exemplo:

A partir da segunda equagdo, podemos isolar y:
2x+y =4
y=4-2x

Substituindo esse y na primeira equagao, temos:
' 3x+2y=2
3x+2.(4—2x) =2
3x—8—4x =2
—x+8=2
—x =—6

X=6

Comoy =4 — 2x, temos:

Logo, a solugdo do sistema em questdo é (x,y) = (6, —8).

26
136

Banco do Brasil - Matematica - 2023 (P6s-Edital)
www.estrategiaconcursos.com.br

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 19

HORA DE

PRATICAR!

(SEFAZAM/2022)xeysaota|sque4x+5y—80e6x+7y—1160valorde2x+3ye ............................ .
 a) 38 |
: b) 40
: c)42
 d) 44
e) 46
Comentarios:
Vamos resolver o sistema linear por substituicdo. Temos o seguinte sistema linear:
H {4x + 5y = 80

6x + 7y =116
A partir da primeira equacdo, podemos isolar x:
: 4x + 5y = 80

4x = 80 — 5y

v 80 — 5y
H : :
Substituindo o valor de x na segunda equagdo, temos:
6x + 7y = 116
6><<80;5y>+7y=116
3x(80;5y>+7y=116
3x (40 —2,5y) + 7y = 116
120 — 7,5y + 7y = 116
—0,5y = 116 — 120
—0,5y = —4
—4
* =05
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Substituindo o valor de y em x = _Sy, temos
80 — 5y

X = 1

80 —5x 8

x = 2

80 — 40

X = 2

40

Xx=—

x=10

i Logo, o valor procurado é:
2x + 3y

=2%x10+3x8

=20+ 24

= 44

LGAAMOLENTD, e

Solucgao por eliminacao de variavel

Consiste em eliminar varidveis por meio de uma combinacao linear conveniente das equacdes do sistema
linear.

-
* -l
”LIGA!

Trata-se de uma solu¢dao nao muito metodolégica, uma vez que nao ha uma clareza do
passo a passo a ser seguido.

Veremos, mais adiante, que o método do escalonamento é uma versao procedimental do
que aprenderemos nesse topico.

Vejamos dois exemplos:
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Encontre a solu¢ao do seguinte sistema linear: {Zx _2y=3

i Ao realizar a soma das duas primeiras equagdes, isto é, a combinagao linear Ly + L,, elimina-se a variavel :

24 :
L1 3x+2y=2
L, 2x—-2y=3

Dividindo ambos os lados da equacgdo por 5, ficamos com:
x=1

Para obter y, podemos substituir o valor de x em qualquer uma das equagdes do sistema linear. Vamos

substituir na primeira:
3x+2y=2

3.1+2y=2
2y =2-3

Logo, a solugdo do sistema em questdo é (x,y) = (1, - %)
'x+2y+z=5 ........................................................................

Encontre a solugdo do seguinte sistema linear: {2x + 2y + 3z =9
: x+y+z=3

i Ao realizar a combinacao linear Ly + (—1)L3, elimina-se as variaveis x e z:

Ly x+2y+z= 5
(-1)L; —x—y—z=-3

L+ (—1)Ls y = 2
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: Ao realizar a combinagéao linear L, + (—2)L3, elimina-se as varidveis x e y:

L, 2x+2y+3z=9
(=2)L; —2x—2y—2z=-6
L1 + (—1)L3 z=3

: Temos, portanto, que y = 2 e z = 3. Para obter x, podemos substituir esses valores em qualquer uma das :
: equacgoes do sistema linear. Vamos substituir na terceira: :

x+y+z=3
x+2+3=3

x=-2

Portanto, a solugdo do sistema linear é (x,y,z) = (—2,2,3).

Solucao pela soma das equacgdes do sistema

Pessoal, existem casos em que a solucdo do sistema linear é obtida de modo mais rapido realizando a soma
de todas as equagodes do sistema. Vejamos um exemplo:

.................................................................................... x+y= ....................................................................................... ,
: Encontre a solu¢do do seguinte sistema linear: {x +z = 4
: y+z=5

: Somando todas as equagdes do sistema, isto é, realizando a combinagdo linear Ly + L, + L3, temos:

L1 X+y =3
LZ X+ z=4
L; y+z=5

Li+L,+L; 2x+2y+2z=12

Ficamos com:
2 +y+2z)=12
X+y+z=6

A partir dessa informagdo, podemos subtrair cada equagdo do sistema linearde x +y + z = 6.
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: x+y+z=6 :
(-DL;, —=x-y =-3
z= 3 ;

HORA DE

PRATICAR!

3a+b+c+d=16

a+3b+c+d=6
a+b+3c+d=14

a+b+c+3d =12
i ovalordea é:
a)-1;
b) 1;
c) 2;
d) 3;
e) 4.
Comentarios:
Ao somar todas as equacdes do sistema linear, temos:

3a+b+c+d=16

a+3b+c+d= 6
a+b+3c+d=14

a+b+c+3d=12
6a + 6b + 6¢ + 6d = 48
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: Ficamos com:
i i

6(a+b+c+d) =48
a+b+c+d=8

A partir dessa informagdo, podemos subtraira + b + ¢ + d = 8 da primeira equagao do sistema linear.

3a+b+c+d=16
—a—b—c—d=-8
2a =8

Logo, dividindo os dois lados da equagdo por 2, temos a = 4.

r(TCETO/2022)Con5|dere05|stema .......................................................................................................................... .
; x+y+5z=0 ;
x+5y+z=14
: Sx+y+z=28
O valor de x é:
 2)3/2;
 b) 5/2;
L 0)7/2;
 d) 9/2;
e) 11/2.
Comentarios:
Ao somar todas as equacgdes do sistema linear, temos:
: x+y+5z=0

x+5y+z=14

S5x +y+z=28

Ix +7y+7z =42

Ficamos com:
7Tx+y+2z)=42
xt+y+z= E
7
e XAV EZZO e
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: A partir dessa informagdo, podemos subtrair x + y + z = 6 da terceira equagdo do sistema linear.

S5x+y+z=28

—-X—y—z=-6

4x = 22

Portanto:
: 22
X = 4

: 11
X =— :

Gabarito: Letra E.

Solugao por matriz inversa

Considere um sistema linear cujo numero de equacdes (n) é igual ao nimero de incégnitas. Note que, nesse
caso, a matriz dos coeficientes (A4) do sistema linear serd quadrada, de dimensdo n X n.

O sistema pode ser escrito na forma matricial do seguinte modo:
ApsnXnx1 = Baxa

Supondo que det A # 0, vocé deve se lembrar da aula de determinantes que a matriz A possui inversa. Ao
multiplicar ambos os lados da equacdo por A~ ! pela esquerda, temos:

A'AX=A"'B
Pela definicdo de matriz inversa, temos que A=A = I. Logo:
IX=A"'B
Como a matriz identidade é o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes, ficamos com:
X=A"'B

Veja, portanto, que a matriz das incégnitas (X) é obtida pelo produto da matriz inversa dos coeficientes
pela matriz dos termos independentes.

Vamos resolver um exemplo.
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: 2x -2y =

3 2

e matriz dos termos
o

: No sistema linear apresentado, a matriz dos coeficientes é dada por A = [

! independentes é B = [g] Note que a matriz A é inversivel, pois:

detA =[3x(-2)]—-[2%x2]=-10

: . R . a b . ,
: Da aula sobre determinantes, vocé deve se lembrar que, para uma matriz A = [c d]’ a sua inversa é dada
1 [ d

-b
]. Logo, para 0 nosso caso:
T deta c a

por A1 =

L
A_lz—_w[—g 32]

: A matriz dos coeficientes X do sistema linear em questao é:

X=A"1B

e d 1F

11(-2).2+(-2).3
(-2).2+3.3

T r-10
10l 5

(e

Veja que [y] [ 1/2] istoé,x=1ey=—- Portanto a solugdo do sistema linear é (x,y) = (1 ——)
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HORA DE

PRATICAR!

: X
(PETROBRAS/2008) A matriz X = [y], solucdo do sistema de equacgdes lineares

{Zx + 3y =185
3x + 2y =190

: pode ser expressa na forma X = PB, em que B = Hgg é a matriz dos termos constantes do sistema, P é :

: uma matriz constante, quadrada, de dimensdo 2 X 2. Nesse caso, assinale a op¢do correspondente a matriz :
: P. :

g

‘iIn G w

palwalw uvlwuln

. .
TN alN TGN e

|

vt |
ulw
)

g

: Comentarios:
: Considerando o sistema apresentado:

{Zx + 3y =185
3x + 2y =190

: Temos que a matriz dos coeficientes é 4 = [g 3] Como det A # 0, entdo a matriz A é inversivel.

detA =[22] - [33]=4-9=-5

: O sistema linear pode ser representado na sua forma matricial por:

AX =B

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 35
www.estrategiaconcursos.com.br 136




Equipe Exatas Estratégia Concursos

Aula 19
: Como a matriz A é inversivel, podemos multiplicar ambos os lados da equagdo por A1 pela esquerda:
A"'AX =A'B
IX=AB
X=A"'B

Comparando X = A"'B a equagdo matricial apresentada no enunciado, dada por X = PB, temos que
tP=A4"1

Para uma matriz A = [‘; Z] a suainversa é dada por A™! = deltA [_dc _ab]- Logo, para o nosso caso:
1 5 1 3 2 3
e i[z -3] _ 5 5()=55
=3 2 1 3 ! 2 3 2
5 (=3) 5 5 5
: _z 3
: - 5 5
: Portanto, P = A 1= 3 2
: 5 5

Gabarito: Letra D.

Teorema de Cramer

Primeiramente, deve-se entender que o Teorema de Cramer s6 pode ser utilizado quando o nimero de
equacdes do sistema linear (n) é igual ao numero de incdgnitas. Nesse caso, a matriz dos coeficientes (4)
do sistema linear sera quadrada, de dimensdao n X n.

Considere, entdo, um sistema linear escrito na forma matricial:
AnsnXnx1 = Bax1
Vamos chamar de D o determinante da matriz dos coeficientes (4). Ou seja:
D =detA

O Teorema de Cramer nos diz duas coisas:
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«*p

PRESTE MAIS

ATENCAO!

01) Se D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD), apresentando solugao Unica.

02) Sendo D # 0, a solugdo Unica (a4, @5, ... @) do sistema linear é tal que:

Ofi=D

Onde D; é o determinante da matriz que se obtém a partir de A,,«, substinuindo a coluna i pela
matriz By x1-

Professor, ndo entendi nada!

Calma, concurseiro. O entendimento sé vira com o desenvolvimento do proximo exemplo. Ao acompanha-
lo, o Teorema de Cramer fica mais claro.

Encontre a solugdo do seguinte sistema linear {Zx + 2y + 3z = 9 pelo Teorema de Cramer.
: xt+y+z=3

: Ao representar o sistema linear na sua forma matricial, temos AX = B, sendo:

1 2 1 X 5
A=|2 2 3 X = [yl B =19
_ 1 1 1 z 3 _
Primeiro, devemos obter o determinante da matriz A:
1 2 1
D=detA=1|2 2 3
1 1 1
Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:
N2
2 2
Parte Negativa Parte Positiva
D=[1.2.1+23.1+1.2.1]—-[1.2.1+1.3.1+2.2.1]

D=10-9
oottt L
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: Como D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD), sendo possivel aplicar o teorema.

Obtencdo de x

: Para obter x, vamos utilizar a seguinte relacédo:

: J4 temos o valor do determinante D. Nesse momento, devemos obter D,..

D, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da
: variavel x pela matriz B.

Coeficientes de x

5 2 1

D,=19 2 3

: 311 :
Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:
9 2
Parte Negativa Parte Positiva
D,=[5.21+2.3.3+1.9.1]-[1.2.3+5.3.1+2.9.1]

D, =37 — 39

: D, = —2
Logo:
‘= D, -2
D 1
x=-2

Obtencdo de y

D, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da

variavel y pela matriz B. :

38
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Coeficientes de y

1 2] 1 5
2 2 3 B=|9
1 1 1 3

A=

1 5 1
D,=12 9 3
: 1 3 1
i Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:
2 9
: Parte Negativa Parte Positiva :
D,=[1.9.1+53.1+1.2.3]-[1.9.1+1.3.3 +5.2.1]
; D, =30 —28 ;
D, =2
i Logo
D 2
=Y _C
Y= 71
=2
Obtencao de z

D, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da
i varidvel z pela matriz B.

Coeficientes de z

1 2 5
A=|2 2 9]
1 1 3

1 2 5

D,=2 2 9

11 3
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Parte Negativa Parte Positiva
D,=[1.2.3+2.9.1+5.2.1] -[5.2.1+1.9.1 + 2.2.3]
D, =34 -31
D, =3

§Logo:
H D, 3
=D 71

z=13

Portanto a solugdo do sistema linear é (x,y,z) = (1,2, 3).

(AFRFB/2012) Considere o sistema de equacdes lineares dado por:

x+y+z=0
x—y+rz=2
rx+2y+z=-1

i
! Sabendo-se que o sistema tem solucdo Unica parar # 0 er # 1, entdo o valor de x é igual a

e) 2r
Comentarios:
Vamos resolver essa questao com o Teorema de Cramer.
Note que as variaveis do sistema sdo x, y e z, sendo r uma constante.

Ao representar o sistema linear na sua forma matricial, temos AX = B, sendo:

1 1 1 X 0
1 -1 r X = [yl B=]2
-1
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: Primeiro, devemos obter o determinante da matriz A:

’ 1 1 1
D=detd=|1 -1 r
r 2 1

Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:

Parte Negativa Parte Positiva
D=1LC-D1+1lrr+1.1.2]-[1.(-D).r+1.r.2+1.1.1]
D=[r*+1]—-[r+1]

D=r%-r
D=r(r—-1)

: 0 enunciado pede a solugdo para r # 0 e r # 1. Note que, para esse caso, D sera diferente de zero.
: Portanto, podemos aplicar o Teorema de Cramer. :

: Para obter x, vamos utilizar a seguinte relagao:

X =—=
- D -
: D, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da :
: varidvel x pela matriz B. :

Coeficientes de x

S N\

11 1 1 0
A=|1] -1 r] B=[2]
r 2 1 -1

0 1 1

D,=(2 -1 r

-1 2 1

Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:

Parte Negativa Parte Positiva

D,=[0.(-1).1+1.7.(-1) +1.2.2] = [1.(-1).(-1) + 0.7.2 + 1.2.1]
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éLogo:
: D, 1-r —(r-1

Simplificando (r — 1), obtemos:

: Gabarito: Letra D.

Método do escalonamento

O método do escalonamento, também conhecido por Elimina¢ao Gaussiana, sem duvidas é o melhor meio
para se resolver sistemas lineares.

Esse método nos traz um passo a passo, uma "receita de bolo". Ndo é necessario ter uma "sacada" para
resolver o sistema. Além disso, ndo precisamos resolver determinantes, como acontece no Teorema de
Cramer.

O método consiste em obter um sistema _equivalente ao sistema original em que o numero de variaveis
explicitas diminui de equacdo para equacdo. Em outras palavras, o numero de coeficientes nulos aumenta
de equacdo para equacdo.

Considere o seguinte sistema:
2x+y+z=4
2x +4y +4z =22
2x+4y+3z=10

A ideia do método do escalonamento é chegar no seguinte sistema equivalente:

x+ y+ z 4
+3z+ 18
—zE—12

Dizemos que este sistema é um sistema escalonado porque o numero de varidveis explicitas diminui de
equacdo para equacao. Note que na primeira equagao temos 3 variaveis explicitas, na segunda equagao
temos 2 varidveis e, na ultima equagao, temos apenas uma variavel explicita.

Veja como o sistema escalonado é interessante: a partir da ultima equagdo, obtemos o valor de z. Na
penultima equagao conseguimos obter o valor de y, pois ja temos o valor de z. Por fim, na primeira equagao,
conseguimos obter o valor de x, pois ja temos y e z.

Ok, professor. Mas como obtenho esse sistema escalonado?
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Para obter o sistema escalonado, devemos seguir os seguintes passos:
e Colocar como 12 equagao uma que apresente a 12 incégnita;
e Anulara 12 incégnita de todas as equacgdes (exceto da 12) fazendo uso da 12 equagao;
e Anular a 22 incégnita de todas as equacdes (exceto da 12 e da 22) fazendo uso da 22 equacdo;
e Anular a 32 incdgnita de todas as equacdes (exceto da 12, da 22 e da 32) fazendo uso da 32 equacao;

e E assim sucessivamente, até que tenhamos usado todas as equacgdes.
Vamos aprender na pratica.

: 2x+y+z=4
Encontre a solugdo do seguinte sistema linear {2x + 4y + 4z = 22 pelo método do escalonamento.
: 2x+4y+3z=10

¢ Note que a 12 equagdo ja apresenta a 12 incdgnita (x).

e Devemos, agora, eliminar a 12 incégnita (x) de todas as equacdes (exceto da 12) fazendo uso da 12
: equagdo. :

: Temos o seguinte sistema linear:

2x +4y +4z =22
2x+4y+3z=10

{2x+ y+z= 4

Fazendo L, < 1L, + (—1)L,, obtemos um sistema linear equivalente:

3y +3z=18
2x+4y+3z=10

{2x+ y+z= 4

Fazendo L3 < 1Lz + (—1)L,, obtemos um sistema linear equivalente:

3y +3z=18

{2x+ v+ z= 4
3y+2z=6

e Devemos, agora, eliminar a 22 incégnita (y) de todas as equagées (exceto da 12 e da 22) fazendo uso da
: 22 equagdo. :

Fazendo L; < 1L3; + (—1)L,, obtemos um sistema linear equivalente:

2x+ y+z= 4
~{ 3y+3z=18
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Observe que obtemos um sistema escalonado. Nesse momento, devemos parar o escalonamento e obter a
: solucdo a partir da ultima equagao. :

-1z =-12
: z=12
Da segunda equagao, temos:
: 3y + 3z =18
3y+3.12 =18
3y =-18
y=-—6

Da primeira equagao, temos:
: 2x+y+z=4
2x+(—6)+12 =14

2x+6 =4
2x = —2
x=-1

Portanto, a solugdo do sistema linear é (x,y,z) = (—1,—6,12).

Observe que, no problema anterior, obtivemos a seguinte sequéncia de sistemas equivalentes:

2x+ y+z= 4 Ly 1L+ (1)L, 2x+ y+ z= 4 Lye1lyt(=1)Lg 2x+ y+ z= 4
2x+4y +4z =22 ~ 3y+3z=18 ~ 3y+3z=18
2x+4y+3z=10 2x+4y+3z=10 3y+2z=6

2x+ y+z= 4

<1 -1
taibe ¥ )LZ{ 3y + 3z =18
C1z=-12

Uma outra forma de escalonar o sistema é utilizando a matriz completa do sistema [A|B].

2 1 1 4 2 1 1 4 2 1 1 4
Lye1L,+(—-1)L Lz—1Lz+(—1)L
[2442222~ 1[03318]33~ 1\03318]
2 4 3 10 2 4 3 10 0 3 2 6

2 1 1 4
Ly1Lg+(-1)L
TR 2[0 3 3 18]
0 0 —1 —-12
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Dé preferéncia ao escalonamento por meio da matriz completa do sistema. Isso porque
ela traz maior agilidade no escalonamento, pois ndo é necessario escrever diversas vezes
as incognitas x, y e z.

Para evitar trabalhar com fracdes na hora de escalonar um sistema, um recurso interessante é alterar a
ordem das equacdes. Veremos isso na resolucdo do primeiro exercicio a seguir.

HORA DE

PRATICAR!

(Pref. Rezende/2019) O valor de x no sistema linear a seguir é:

2x+y+3z=19
x+2y+z=12
x—y+z=7

"

ia)l

 b)2

c)3

d)4

Comentarios:

Vamos resolver essa questdo pelo método do escalonamento, fazendo uso da matriz completa do sistema.
: Inicialmente, temos: :

2x+y+3z=19
x+2y+z=12
x—y+z=7

: . ] 1 - NS
: Note que, para iniciar o escalonamento, teriamos que fazer L, « 1L, + (— E) L, para eliminar a incognita :

x da segunda equacdo. Para evitar trabalhar com nimeros fraciondrios, vamos trocar a primeira e a segunda
equacao de lugar: :
x+2y+z=12
2x+y+3z=19
x—-y+z=7

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 45
www.estrategiaconcursos.com.br 136

©




Equipe Exatas Estratégia Concursos

Aula 19
;'"A"r}{;'t}i'z"&5}}}{"ié't"a"éi;"s'i';t'é};{a'"é} ................................................................................................................................. )
' 1 2 1 12 ’
2 1 3 19
3 -1 1 7

¢ Note que a 12 equacdo ja apresenta a 12 incégnita (x).

e Devemos, agora, eliminar a 12 incégnita (x) de todas as equacdes (exceto da 12) fazendo uso da 12
equagao. :

Fazendo L, < 1L, + (—2)L,, obtemos um sistema linear equivalente:
1 2 1 12
~10 -3 1 -5

3 -1 1 7

Fazendo Lz < 1Lz + (—3)L,, obtemos um sistema linear equivalente:

1 2 1 12
~f0 -3 1 =5

0 -7 -2 =29

e Devemos, agora, eliminar a 22 incégnita (y) de todas as equagdes (exceto da 12 e da 22) fazendo uso da
22 equagao. :

7 . . .
Fazendo L3 « 1L; + (— 5) L, obtemos um sistema linear equivalente:

1 2 1 12
0 -3 1 -5

0 0 13 52
3 3

Note, portanto, que obtivemos o seguinte sistema equivalente:
x+2y+z=12

—3y+z=-5
13 52
—3I="3
Da ultima equagdo, temos:
13 52
—3I=3
13z = 52
=4
a Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 46
, www.estrategiaconcursos.com.br 136




Equipe Exatas Estratégia Concursos

Aula 19
Dase g undaeq ua;a"\o, S .
i —3y+z=-5 :
—3y+4=-5
-3y =-9
y=

Da primeira equagao, temos:
: x+2y+z=12
x+23+4=12

x=12—-4-6
: x=2
Portanto, o valor de x é 2.
Gabarito: Letra B.
: (Pref. Caxias do Sul/2019) Dado o sistema de equagdes lineares abaixo:

le+2xZ+x3:8
Y = 3X1+2X2+x3=10
2x1+2X2 +2.X3 = 16

O conjunto solugdo S com base na ordem de S = (x,, X1, x3) é:
a) S = (x2,%1,%3) = (2,-2,8).

 b)S = Gz xy,x5) = (~2,2,8).

c) S = (xz,x1,%3) = (8,-2,2).

d) S = (xz,x1,%3) = (2,8,2).

€)S = (2,1, %) = (2,2,8).

Comentarios:

: Vamos resolver essa questdo pelo método do escalonamento, fazendo uso da matriz completa do sistema. :

2 2 1 8\peie(df2 2 1 8], o[ 2 01 8
3 2 1 10 ~ 0 -1 -1/2 -2 ~ 0 -1 -1/2 -2
2 2 2 16 2 2 2 16 o0 1 8

: Veja que a Ultima operagdo ja eliminou a variavel x; e x, da terceira equagao.

: Ficamos com o seguinte sistema escalonado:

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 47
www.estrategiaconcursos.com.br 136




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 19

2x1 +2x, +x3 =8

1
- 1x2 _§x3 = _2

1x3=8

: Da ultima equagdo, temos:
X3 = 8

Da segunda equacgao, temos:

Da primeira equagao, temos
: 2x1 +2x, +x3 =8
2x; +2.(-2)+8=38
2x1 =4

x1:2

Muita ateng¢do nesse momento. A questdo pergunta pela solugdo S = (x5, X1, x3).
O gabarito, portanto, é letraB: S = (x,, x4, x3) = (—2,2,8).

Gabarito: Letra B.

Posto e nulidade de uma matriz

O posto de uma matriz € o nimero de linhas ndao nulas de uma matriz escalonada. A representacao do posto
de uma matriz A é dada por p(4).

A nulidade de uma matriz é dada pela diferenga entre o nimero de colunas e o posto da matriz:

null(A) = (N2 colunas) — p(4)

Exemplo: se, ao escalonarmos uma matriz A, obtivermos o seguinte resultado:

SO OO m
COO R
SO R WN
CORDNMR
SO NBW
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Temos que:

e O posto dessa matriz é p(4) = 3.
e Anulidade dessa matrizé null (A) =5—-3 = 2.

&%

FIQUE

ATENTO!

O posto da matriz também é conhecido por caracteristica da matriz.

i E os vetores:

Julgue o item a seguir.
A matriz A tem posto 2.
Comentarios:

: Vamos escalonar a matriz A, dada por:

1 2 2
(2 0 2)
3 4 5

Fazendo L, < 1L, + (—2)L,, obtemos:
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Fazendo Lz < 1L3 + (— %) L,, obtemos:

1 2 2
0 4 -2
0 0 0

: O posto de uma matriz é o numero de linhas ndo nulas de uma matriz escalonada. Logo, o posto de A é 2.
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Discussao de um sistema linear

Vimos que um sistema linear pode ser classificado de trés formas:

e Sistema Possivel e Determinado (SPD): o sistema apresenta uma Unica solucdo;
e Sistema Possivel e Indeterminado (SPI): o sistema apresenta infinitas solugdes; e

e Sistema Impossivel (SI): ocorre quando o sistema nao apresenta solugao.

A discussao de um sistema linear trata justamente dessa classificacdo, de modo a determinar se o sistema
linear é SPD, SPI ou SI.

Discussao por Teorema de Cramer

Vimos que é possivel obter a solugdao de um sistema linear por meio do Teorema de Cramer:

Lembre-se de que a condigao para aplicar o teorema é D # 0, isto é, o determinante da matriz dos
coeficientes (matriz incompleta do sistema) deve ser diferente de zero. Nesse caso, o sistema é possivel e
determinado (SPD), apresentando solucdo Unica.

Por outro lado, quando D = 0, podemos ter um sistema possivel indeterminado (SPI) ou um sistema
impossivel (SI).

Teorema de Cramer

Sistema Possivel e Sistema Possivel e

Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) selizie lpesstel )

Um caso interessante ocorre quando temos um sistema linear homogéneo. Lembre-se de que esse sistema
sempre admite solucdo, a solucdo trivial. Nesse caso, esse sistema nao pode ser impossivel, de modo que,
se D = 0, necessariamente ele é possivel e indeterminado (SPI).
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Dz0

Sistema Possivel e Determinado (SPD) Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Admite somente a solugao trivial

Admite a solucao trivial e infinitas outras

Professor, quando D = 0 e o sistema ndo é homogéneo, como vou diferenciar o SPI do SI?

Excelente pergunta! Nesse caso, o Teorema de Cramer nos deixa na mao. Devemos utilizar o Método do
Escalonamento, que serd visto no préximo tépico.

&

ESCLARECENDO!

Para fins de discussdao do sistema linear, o Teorema de Cramer tem serventia quando
obtemos D + 0 ou quando o sistema é homogéneo.

No caso em que D = 0 e o sistema ndo é homogéneo, ficamos na duvida entre SPI e SI.
Para sanar essa questao, deve-se utilizar o Método do Escalonamento.

HORA DE

PRATICAR!

: x i
; 5= 2-6)=0)
i Osistema S é:

a) impossivel se ad — bc =0

b) impossivel se ad — bc # 0

c) possivel e determinado se ad — bc = 0

d) possivel e determinado se ad — bc # 0

e) possivel e indeterminado se ad — bc # 0

i Comentarios:
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: Observe que o sistema linear em questdo é homogéneo, pois os termos independentes s&o nulos.
: Nesse caso, sendo D o determinante da matriz dos coeficientes:
: e Se D # 0, temos um sistema possivel e determinado (SPD);

e Se D = 0, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

O determinante da matriz dos coeficientes é:
a b
D = | | =ad — bc
: c d
: Logo:
* Se ad — bc # 0, temos um sistema possivel e determinado (SPD);

¢ Se ad — bc = 0, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

O gabarito, portanto, é letra D.

Gabarito: Letra D.

: (TRANSPETRO/2018) Sistemas lineares homogéneos possuem, pelo menos, uma soluc3o e, portanto, nunca
: serdo considerados impossiveis. O sistema linear dado abaixo possui infinitas solugdes.

x+y+z=0
x+ay+z=0
ax +ay+2z=0

: Qual o maior valor possivel para a?
a)o

 b)1

c)2

 d)3

e)4

Comentarios:

: Temos um sistema linear homogéneo com infinitas solucdes. Logo, além de homogéneo, o sistema é
: possivel e indeterminado (SPI).

1 1 1
1 a 1
a a 2

Portanto, devemos ter D = 0, ou seja, = 0.

Aplicando a Regra de Sarrus no determinante D, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
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D=[laz2+1lla+1la-leat+1la+112]
D = [4a] — [a? + a + 2]
D=-a*+3a—-2

Como D = 0, temos:
—a*+3a—-2=0

a’—-3a+2=0

Aplicando a Férmula de Bhaskara:

A= b? — 4ac
A= (—3)%2 —4.1.2
—b + VA
: aQ=—
2a
% ~(-3) £ VI
B 2.1
: 3+1
a=— :
: 2
: ag = 2 ; Ay, = 1
Logo, o maior valor possivel para a é 2.
Gabarito: Letra C.
Antes de passar para o proximo topico, é necessario esclarecer um ponto para aqueles que estudaram essa
matéria em outras fontes.
“J INDO MAIS
FUNDO!
. 74
Alguns professores, especialmente relacionados a concursos publicos, ensinam de modo
equivocado (ERRADO) que se pode usar Teorema de Cramer para diferenciar um SPI de
um SI. Eles dizem que, uma vez que D = 0, o SPI ocorre quando:
D=D,=D,=D,=--=0
O contraexemplo a seguir mostra que esse bizu estd errado:
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Ix+1ly+1z=1
2x + 2y +2z=12
3x+3y+3z=7

Note que o sistema apresentado é impossivel (Sl). Isso porque, ao multiplicar a primeira
equacao por 3, obtém-se:

3x+3y+3z=3

Essa equagado contradiz a ultima equagao do sistema, pois 3x + 3y + 3z ndo pode ser igual
a 3 ea 7 ao mesmo tempo.

Observe, porém, que todos os determinantes sdo zero, pois apresentam filas paralelas
iguais:

1 11 1 11 1 11 1 1 1
D=2 2 2| Dy=1|2 2 2| Dy=|2 2 2| D,=(2 2 2
3 3 3 7 3 3 3 7 3 3 3 7

Discussao pelo Método do Escalonamento

Podemos classificar um sistema linear em SPD, SPI e S| de maneira inequivoca por meio do escalonamento.
Para tanto, deve-se seguir os seguintes passos:

Passo 1: Escalonar o sistema linear.

Passo 2: Analisar o sistema linear escalonado.

v

Se obtivermos uma equag¢do da forma Ox + 0y + 0z + Ow = b, com b # 0, temos um sistema

impossivel (SI);
Caso contrario, temos duas possibilidades:

o Se o numero de equagodes for igual ao nUmero de incégnitas, temos um sistema possivel e

determinado (SPD).

o Se o numero de equacdes for menor do que o numero de incognitas, temos um sistema

possivel e indeterminado (SPI).
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#ACORDE!

No escalonamento, se obtivermos uma equag¢do da forma O0x + 0y + 0z + Ow = 0,
devemos eliminar essa equac¢ao do sistema linear, pois essa equacdo é uma combinacao
linear das outras.

Vamos realizar trés exemplos para que ndo reste duvida quanto ao método.

_ xX+2y+z=2
: Classifique o sistema Iinear{ 2x+3y+z=3.
: 4x+7y+3z=8

: Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema.

0 -1 -1 -1 1 -1 -1
4 7 3 8 0 -1 -1 0
1 2 1 2
L3<1L3+(-1)L
2l 2[0 1 -1 —1]
0 0 0 1

[1 2 1 g]LZHLﬁ(_Z)Llr 2 1 2]L3<—1L3+(—4)L1[é 2 1 2]

A ultima equagdo do sistema escalonado, dada por 0x + 0y + 0z = 1, indica que estamos diante de um
: sistema impossivel (SI). :

: x+2y+z=1
 Classifique o sistema Iinear{ x+3y+2z=2.
: 4x+9y+5z=>5

: Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema.

1211 Lye1Ly+(=1)Ly 1211 Lye1Lg+(~4)L, 1211
1 3 2 2 ~ 0 1 1 1 ~ 0 1 1 1
4 9 5 5 9 5

4 5 01 1 1
1 2 1 1
Lze1Lz+(-1L
A 2[0 1 1 1]
0000

A Ultima equagao do sistema escalonado, dada por 0x + 0y + 0z = 0, deve ser eliminada. O sistema linear
: em questdo é equivalente a: :
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L2110 5 1 1
0111~[0111
0 0 0 0

: Explicitando as variaveis, o sistema linear original equivale a:

{x+2y+z=1
y+z=1

: Veja gue o sistema anterior é escalonado, pois o nimero de incégnitas diminui de equacdo para equacao.

Trata -se de um sistema escalonado cujo nimero de equagdes (2) é menor do que o nimero de mcognltas
(3) Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

: x—y+z=1
! Classifique o sistema Iinear{ x+3y+2z=2,
: 2x+3y+1z=3

: Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema.

1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
Lo<1L,+(-1)L Ly<1L3+(-2)L
[1 3 2 2]2 2 1[0 4 1 1]3 2 1[0 4 1 1]

2 3 1 3 2 3 1 3 0 5 -1 1
1 -1 1 1
ettsr(-32 |0 4 1 1

) 0 0 !
4

: Explicitando as variaveis, o sistema linear original equivale a:

x—y+z=1
4dy+z=1
1 1
47 4

VeJa que o sistema acima é escalonado, pois o nimero de incégnitas diminui de equagdo para equagao.

Trata -se de um sistema escalonado cujo nimero de equagdes (3) é igual ao numero de incognitas (3)
Logo temos um sistema possivel e determinado (SPD).

Vamos praticar o que aprendemos nessa seg¢ao.
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(STN/2013)Dadoos|stemadeequag5es||neares .....................................................................................................
' {Zx +4y =6
3x+6y=9

E correto afirmar que:

a) o sistema ndo possui solugdo.

b) o sistema possui uma Unica solugdo.

c)x = 1ley = 2 éumasolugdo do sistema.

d) o sistema é homogéneo.

e) o sistema possui mais de uma solucao.

! Comentérios:

Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema. Temos:

[246
3 6 9

Realizando L, = 1L, + (— ;) L4, ficamos com:

Wt
00 0

A ultima equagao do sistema escalonado, dada por 0x + 0y = 0, pode ser eliminada. O sistema linear em
: questdo € equivalente a: :

~[2 4 6]

: Explicitando as variaveis, o sistema linear original equivale a:

{x+2y=6

Trata-se de um sistema escalonado cujo nimero de equagdes (1) é menor do que o nimero de incégnitas :
(2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI). Isso significa que o sistema possui mais de uma
solugado, isto &, possui infinitas solugdes. O gabarito, portanto, é letra E. :

Gabarito: Letra E.
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(CGU/2008) Considerando o sistema de equagdes lineares

"

{ X1 =X =2

le + pxz = q

pode-se corretamente afirmar que I
a)sep = —2eq # 4,entdo osistema é impossivel.

b)sep # —2eq = 4, entdo o sistema é possivel e indeterminado.

c)sep = —2, entdo o sistema é possivel e determinado.

d)sep = —2eq # 4, entdo o sistema é possivel e indeterminado.

e)sep = 2eq = 4, entdo o sistema é impossivel.

Comentarios:

Essa questao é um excelente resumo do que vimos quanto a discussao de um sistema linear.
Inicialmente, vamos utilizar o Teorema de Cramer.

O determinante D da matriz dos coeficientes é:
1 -1
b= |2 14
D=[1xp]-[(-1)x2]

D=p-(-2)
D=p+2

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que o sistema é possivel e determinado (SPD) quando D +# 0, isto é,
: quando: :

pt+2+0
p+ —2
: Paraocasoemque D = 0, isto é, quando p = —2, podemos ter tanto um sistema possivel e indeterminado :
: (SPI) quanto um sistema impossivel (SI). :
: Para saber o que acontece para o caso em que p = —2, devemos escalonar o sistema. Temos:
. { x1 - xZ = 2
2x; — 2x, = q
: Na forma matricial:
1 -1 2
2 -2 ¢
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: Realizando L, = 1L, + (—2)L,, temos:

Note que:

e Se (q — 4) for diferente de zero, isto é, se q # 4, teremos um sistema impossivel (SI), pois haverd uma
equagdo da forma O0xq + O0x, = (q —4) com (q — 4) # 0. :

® Por outro lado, se g = 4, ficamos com:

o o

A ultima equacdo do sistema escalonado, dada por 0x; + 0x, = 0, pode ser eliminada. O sistema linear em :
questdo é equivalente a: :

~[1 -1 2]

Explicitando as varidveis, o sistema linear original equivale a:

{x1 —x,=2

Trata-se de um sistema escalonado cujo nimero de equagdes (1) é menor do que o nimero de incégnitas
(2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI). :

Em resumo, temos o seguinte:
® p + —2 — Sistema Possivel e Determinado (SPD);
ep = —2eq # 4 — Sistema Impossivel (Sl);

*p = —2 e q = 4 - Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).

O gabarito, portanto, é letra A.

Gabarito: Letra A.

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 60

, www.estrategiaconcursos.com.br 136



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 19

QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Sistema linear

1.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) Nas duas equagdes mostradas a seguir, x e y sdo varidveisea e b
sao constantes.

y-a  y-x _
-ttt =0

Ll A

Ll Ko

X a
Essas equagOes podem ser compactadas em uma equag¢ao matricial do tipo M [y] = [b]’ naqual M éa

matriz:
) 10,4 1,9]
V1,9 04
—0,4 1,9
b) [ 0,4 -—1,9
0 —1,9 0,4 ]
19 -0,4
—0,4 1,9
d) | 1,9 —0,4]
e) —4 19
119 —4

Comentarios:

Para transformar o sistema linear para a forma matricial, devemos deixar os termos independentes do lado
direito das equacdes.

Da primeira equacao, temos:

y—a y—-x y _
;P t3=0
y a y x y_

2 zts 5t =0
1 +(1+1+1> _a
5*T\27571)Y T2

. . . a .
Note que, a partir da matriz dos termos independentes [b] apresentada no enunciado, percebe-se que a

questdo pede que o termo independente da primeira equagdo seja a. Logo, devemos multiplicar a primeira
equacao por 2. Ficamos com:
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5

2 2 2
——x+(1+—+—>y=a

5 4
—04x+(1+04+05)y=a
—-0,4x+ 1,9y =a

Da segunda equacao, temos:

x—b+x—y+x_0
2 5 4

x b+x y+x_0
2 2 5 5 4

(1+1+1) 1 _b
27573) 75V T2

A questdo pede que o termo independente da segunda equacdo seja b. Logo, devemos multiplicar a
segunda equacgao por 2. Ficamos com:

(1+2+2) Zy=b
574)* 7577

(1+404+4+05x—-04y=>b
1,9x—-0,4y=b>b
Logo, o sistema apresentado pelo enunciado corresponde a:

{—0,4x+ 1,9y =a
1,9x—-0,4y=0b

Na forma matricial, temos:
-04 197X _Ja
o —04lbl =1l
Portanto, a matriz M é:

1,9

”1:[3&f —0,4

Gabarito: Letra D.
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Solugao de um sistema linear

1.(CESGRANRIO/BNDES/2006) O valor de x no sistema

2x—-y+z=4
{x+3y+z=14
3x+2y—-4z=0

é:

a)o0
b) 1
c)2
d)3
e)4d

Comentarios:

Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema. Para evitar trabalhar com fracdes,
vamos trocar a primeira e a segunda equacao de lugar:

2x—y+z=4

{x+3y+z=14
3x+2y—4z=0

1 3 1 14 Lye1Ly+(~2)Ly 1 3 1 14 Lye1Ly+(-3)Ly 1 3 1 14
2 -1 1 4 ~ 0 -7 -1 -24 ~ 0 -7 -1 -24
3 2 -4 0 3 2 -4 0 0 -7 =7 —42

L3<—1L3+(—1)L2 1 3 1 14

~ 0 -7 -1 -24

0 0 -6 -—18

Ficamos com o seguinte sistema escalonado:

-7y —z=-24

{ x+3y+z=14
—6z=-18

Da ultima equagdo, temos:
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Da segunda equagao, temos:

-7y —z=-24
-7y —3=-24
-7y =-21
y=3

Da primeira equagao, temos:
x+3y+z=14
x+33+3=14
x+12 =14
x =2
O gabarito, portanto, é letra C.
Uma outra forma de resolver o problema é pelo Teorema de Cramer. Temos o seguinte sistema:
2x—y+z=4
x+3y+z=14
3x+2y—4z=0

O valor de x pode ser obtido da seguinte forma:

D é o determinante da matriz dos coeficientes:

Parte Negativa Parte Positiva
D=[23.(-4)+(-1).1.3+1.1.2] - [1.3.3+2.1.2 + (—1).1. (—4)]
D=-25-17
D =—42

D, é o determinante da matriz dos coeficientes substituindo a primeira coluna pela matriz dos termos
independentes:
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Parte Negativa Parte Positiva

D=[4.3.(-4)+(-1).1.0 + 1.14.2] — [1.3.0 + 4.1.2 + (—1).14. (—4)]

D, =-20—-64
D, = -84
Logo:
b8
D —42
x =2

Novamente, obtemos que o gabarito é letra C.

Gabarito: Letra C.
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Discussao de um sistema linear

1.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Considere o sistema de equagdes lineares nas varidveis reais x e y:

2 _
{ kKx+y=3 , no qual k e m sao reais.

x—ky=m+4
Sabe-se que existem numeros reais a e b, com a # b, tais que os pares ordenados (a, b) e (b,a) sao
solugdes do sistema dado.
Dessa forma, k e m sdo, necessariamente, tais que
a)k=1m =1
b)k # 1m =1
ok =-1m = -1
d) k
e) k

= —-1m= -1
# —-1m # —1
Comentarios:

Note que o enunciado afirma que o sistema apresenta duas solucdes distintas. Isso significa que o sistema
possui infinitas solucdes, ou seja, trata-se de um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que uma condicdo necessdria para que o sistema seja SPI é que o
determinante da matriz dos coeficientes seja zero, isto é, D = 0.

Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e . Sistema Possivel e
Determinado (SPD) Indeterminado (SP1)

Sistema Impossivel (SI)

. Observacdo: Nao se trata de uma condicado suficiente, pois D = 0 nao implica que o sistema seja SPI, pois .
ele pode ser SI. Em outras palavras: :

SPI > D=0
D =0 - SPI ouSI

Fazendo D = 0, temos:
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[
1

4o

[k? x (k)] —[1x1] =0

-k3-1=0
k3 =-1
k=-1

Agora que temos k = —1, o sistema linear fica assim:
{ x+y=3
x+y=m+4

Escalonando o sistema, isto é, subtraindo a segunda linha da primeira, ficamos com:

Lz‘—1L2+(—1)L1{ x+y=3
Ox+0y=m+1

Note que:

e Se(m + 1) for diferente de zero, isto é, se m # —1, teremos um sistema impossivel (Sl), pois havera
uma equagdo da forma Ox + 0y = (m + 1) com (m + 1) # 0.
e Poroutro lado, se m = —1, ficamos com:

=3
{x+y ~{x+y=3

Ox+0y=0

Trata-se de um sistema escalonado cujo nimero de equacgdes (1) é menor do que o nimero de
incégnitas (2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Portanto, para que o sistema seja SPI, devemosterk = —1em = —1.

Gabarito: Letra C.

ax+y=1

2. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Seja o sistema de equacdo linear: {x +ay=-1

Quantos sdo os valores do parametro a que levam o sistema a possuir infinitas solugoes?

a)o

b) 1

c)2

d)3

e) infinitos
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Comentarios:

Note que o enunciado afirma que o sistema deve possuir infinitas solugdes, ou seja, deve ser um sistema
possivel e indeterminado (SPI).

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que uma condi¢do necessdria para que o sistema seja SPI é que o
determinante da matriz dos coeficientes seja zero, isto é, D = 0.

Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e ( Sistema Possivel e Sistema Impossivel (S1)
Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) ;

Observacdo: Nao se trata de uma condicdo suficiente, pois D = 0 ndo implica que o sistema seja SPI, pois
i ele pode ser SI. Em outras palavras: :

SPI - D=0
D =0 - SPlouSI

Fazendo D = 0, temos:

a?—1=0
a’? =1
a=+1
Note, portanto, que a principio temos duas possibilidades:a = 1ea = —1.
Fazendo a = 1, temos o seguinte sistema:
{ x+y=1
x+y=-1

Veja que esse sistema é impossivel, pois x + y ndo pode ser igual a 1 e também igual a —1. Escalonando o
sistema, ficamos com:
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Lz‘—1L2+(—1)L1{ x+y=3
Ox+ 0y =-2

Fazendo a = —1, temos o seguinte sistema:

{—x+y=1
X—y=-—

Escalonando o sistema, ficamos com:

L2<—1L2+1L1{ —x+y=1

0x+0y=o L xty=1

Trata-se de um sistema escalonado cujo nimero de equagdes (1) é menor do que numero de incognitas
(2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Portanto, conclui-se que o sistema admite infinitas solucGes para apenas um valor do parametro a.

Gabarito: Letra B.

mx+y=3

no qual
x—y=n"’ q

3. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) Com relagdo ao sistema de variaveisreaisx e y, {

m e n sao numeros reais, tem-se que

a)sem =-1en = -3, qualquer par ordenado (x,y), x e y reais, é solugdo
b) ndo tem solucdosem =-1len #-3

c) tem sempre solucdo quaisquer que sejam m e n reais

d) tem duas solugbes sem # -1

e) (1,1) ésolugdosem = n
Comentarios:

Pelo Teorema de Cramer, pode-se obter algumas conclusdes a partir do determinante da matriz dos
coeficientes (D):
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Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e ( Sistema Possivel e Sistema Impossivel (S1)
Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) e
Temos que:
D= |m 1 |
1 -1

D=[mx(—1)]—-[1x1]
D=-m-1

Para D = 0, podemos ter tanto um SPI quanto um SI.

Portanto, pelo Teorema de Cramer, temos as seguintes conclusdes:

e m = —1 — Sistema possivel e indeterminado (SPI) ou Sistema Impossivel (SI).
e Quando, D # 0, isto é, m #+ —1 — Sistema Possivel e Determinado (SPD).

Param = —1, ficamos com o seguinte sistema:

{—x+y=3
X—y=n

Escalonando o sistema, temos:

L2<—1L2+1L1{ —-x+y=3
Ox+0y=n+3

Veja que:

e Se (n+ 3) for diferente de zero, isto é, se n # —3, teremos um sistema impossivel (Sl), pois havera
uma equagdo da forma Ox + 0y = (n + 3) com (n + 3) # 0.
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e Por outro lado, se n = —3, ficamos com:

{—x+y=
0x + 0y =

3
0~{—x+y—3

Trata-se de um sistema escalonado cujo numero de equagdes (1) é menor do que o nimero de
incognitas (2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Em resumo, temos as seguintes conclusoes:
e m # —1 — Sistema possivel e determinado (SPD) — Solug¢do Unica.
e m = —1en = —3 - Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) — Infinitas solucdes.
e m=—1en # —3 — Sistema Impossivel (SI) - Sem solugao.

Vamos analisar as alternativas:

a)sem =-1en = -3, qualquer par ordenado (x,y), x e y reais, é solugdo. ERRADO.

Sem = —1en = —3, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI), que admite infinitas solucdes. Isso
ndo significa dizer que qualquer par ordenado é solugdo. Por exemplo, o par (x,y) = (0,0) ndo é solugio.

b) ndo tem solugdosem =-1en # -3. CERTO.

Sem = —1en # —3, o sistema é impossivel, isto é, ndo admite solucdo. O gabarito, portanto, é letra B.

c) tem sempre solugdo quaisquer que sejam m e n reais. ERRADO.

Conforme a alternativa B, sistema n3ao admite solucao param = —1en # —3.

d) tem duas solugées se m + — 1. ERRADO.
Sem # —1, o sistema é possivel e determinado (SPD) e, portanto, admite solucdo Unica.
e) (1,1) é solugdo se m = n. ERRADO.

Ndo basta que m seja igual a n para que (x,y) = (1,1) seja solugdo. Fazendo m = n, temos seguinte
sistema:

{nx+y=3
X—y=n

Note que (x,y) = (1,1) ndo torna verdadeira as duas equagdes do sistema:

Gza-6oa

Gabarito: Letra B.
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5*—6y=1

4. (CESGRANRIO/BNDES/2009) Para que o sistema linear { p Possua infinitas solugdes, os

ax +4y =

. a
valores de a e b devem ser tais que b valha

a) —5
b) —2
c)o0
d) 2
e)5

Comentarios:

A guestdo pede que o sistema possua infinitas solucdes, isto é, pede que ele seja possivel e indeterminado
(SPI).

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que uma condicdo necessdria para que o sistema seja SPI é que o
determinante da matriz dos coeficientes seja zero, isto é, D = 0.

Teorema de Cramer

D20

Sistema Possivel e ' Sistema Possivel e Sistema Impossivel (S1)
Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) ) i

. Observacdo: Nao se trata de uma condigao suficiente, pois D = 0 ndo implica que o sistema seja SPI, pois .
ele pode ser SI. Em outras palavras: :

SPI - D=0
D =0 - SPI ouSI

5 —6
|a 4|=O
[5x4]—[(—6)%xa]=0

20+ 6a=0

20
7%
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10
a=——
3
Paraa = — 1?0, ficamos com o seguinte sistema:
S5x—6y=1
10
—3X +4y =b

Para evitar trabalhar com fragGes, vamos multiplicar a segunda equagao por 3. Ficamos com:

{ 5x—6y=1
—10x + 12y = 3b

Escalonando o sistema, temos:

L2<—1L2+2L1{ S5x—6y=1
Ox+0y=3b+2

Para o sistema ser possivel e indeterminado, devemos ter 3b + 2 = 0:

3b+2=0

3b=-2

b= 2

-3

Portanto é necessdrio que % seja:

10

a__3

b _2

3

10 y 3

372

=5

Gabarito: Letra E.
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5.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2012) Um professor editou sua prova bimestral em um processador de
textos antigo e salvou em um pen drive para imprimir na escola. Devido a incompatibilidade entre os
processadores de texto, alguns caracteres de um sistema linear, cujas variaveis eram x, y e z, ficaram

irreconheciveis na impressao, conforme ilustrado a seguir:

x+y+0Oz=1
XxX+2y+z=2
2x+5y—3z=A

Os alunos que iriam resolver a prova bimestral perguntaram ao professor quais eram os valoresde o e A,
mas ele ndo soube dizer. Disse apenas que o sistema possuia, pelo menos, duas solugdes distintas.

Se a afirmagdo do professor é correta, qual a soma dos valoresde T e A?
a) 11

b) 8

c)6

d) 5

e)4d

Comentarios:

Para facilitar as contas, vamos substituir o guadrado pela constante "q" e o triangulo pela constante "t".
Ficamos com o seguinte sistema de varidveis x,y e z:

x+y+qz=1
{ x+2y+z=2
2x+5y—3z=t
O enunciado afirma que o sistema possuia, pelo menos, duas solucdes distintas. Isso significa que o sistema
admite infinitas solucdes, ou seja, estamos diante de um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que uma condicdo necessdria para que o sistema seja SPI é que o
determinante da matriz dos coeficientes seja zero, isto é, D = 0.

Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e [ Sistema Possivel e Sistema Impossivel (S1)
Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) ; s
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Observacdo: Nao se trata de uma condigado suficiente, pois D = 0 ndo implica que o sistema seja SPI, pois
: ele pode ser SI. Em outras palavras: :

SPI-D=0
D =0- SPlouSl

1 1 g¢q
TemosqueD =1 2 1 |.Vamos aplicar a regra de Sarrus:
2 5 =3
1 2
Parte Negativa Parte Positiva

D=1[12.(-3)+112+q.1.5] - [q.2.2 + 1.1.5 + 1.1. (=3)]
D = [5q — 4] — [4q + 2]
D=q—-6

Para que tenhamos um SPI, é necessario que D = 0. Logo:

Logo, temos o seguinte sistema:

x+2y+z=2

{x+y+6z=1
2x+5y—3z=t

Vamos escalona-lo a partir da matriz completa do sistema.

11 6 1 11 6 1 11 6 1
Lo<1L +(—1)L Lo<1L +(—2)L

[12 1 2‘2 " 1[01—5 1]3 ~ 1[01 -5 1]

2 5 -3 t 2 5 -3 t 0 3 —15 t—2

L3<1L3+(—-3)L
i 2[0 1 -5 1

1 1 6 1]
0 0 0 t-5

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, a terceira equacdo do sistema escalonado deve ser da
seguinte forma:

Ox+0y+0z=0

Portanto, devemos ter:
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Portanto, a soma dos valores de o e A é:

qtt=6+5=11

Gabarito: Letra A.
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AVISO IMPORTANTE!

(. 9]

SE LIGA!

0l3, alunos (as)!

Informamos que ndo temos mais questées da banca, referente ao assunto tratado na aula de hoje, em
virtude de baixa cobranca deste topico ao longo dos anos. No entanto, para complementar o estudo e deixar
sua preparag¢ao em alto nivel, preparamos um caderno de questdes inéditas que servird como treino e
aprimoramento do conteudo.

Em caso de duvidas, ndo deixe de nos chamar no Férum de duvidas!

Bons estudos!

Estratégia Concursos
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QUESTOES COMENTADAS - INEDITAS

Sistema linear

1.(INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.
xt+ty+z=1
O sistema linear { 3x +y+ 3z = 2 pode ser representado por meio da seguinte equag¢ido matricial:

y+z=3
11 1 1
© v as 1 s|-lg
0 1 1 3

Comentarios:

Temos o seguinte sistema linear:

3x+1y+3z=2

{1x+1y+1z=1
Ox+1y+1z=3

A representacdo matricial desse sistema, conforme apresentado na teoria da aula, é dada do seguinte modo:

1 1 11x 1
[3 1 3 lyl = 2]
0 1 11tz 3

O gabarito, portanto, € ERRADO. Cumpre destacar que a equacdo matricial presente no item ndo
corresponde ao sistema linear em questdo. Veja:

1 1 1 1

x v als 1 3]=H
01 1 3
1x+ 3y + 0z 1
Ix+1y+ 1z =\2]
1x+ 3y + 3z 3

Igualando os elementos das duas matrizes-coluna, temos:

Ix+1y+1z=2

Ix+3y+0z=1
ﬁ{
Ix+3y+3z=3

Note que esse sistema obtido é diferente do original.

Gabarito: ERRADO.
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2. (INEDITA) Assinale a alternativa que apresenta a matriz dos coeficientes do sistema linear a seguir:

x+3y+z=5
3x—-3z=x

-y+z=26

1 3 1
a)|3 -3 0

-1 1 0

1 3 1
b)]3 0 -3

0 -1 1

1 3 1 5
3 0 -3 1]

0 -1 1 6

1 3 1
difz o0 —3‘

0 -1 1

1 3 1 5
e)f2 0 -3 0‘

0 -1 1 6

Comentarios:

Para obter a matriz dos coeficientes do sistema linear, devemos manter as varidveis do lado esquerdo das
equacoes:

3x—3z=x 3x—3z—x=0 ~{2x—3z=0

{x+3y+z=5 { x+3y+z=5 x+3y+z=5
_y+Z:6 —y-|—z:6 —y+Z:6
Além disso, quanto aos coeficientes, deve-se entender que:

e Variaveis que aparecem em outras equacdes e ndo aprecem em uma determinada equacdo devem
ser representadas com um coeficiente 0;

e Variaveis que supostamente ndo apresentam coeficiente na verdade tém coeficiente 1.

Ficamos com:

2x+0y—-3z=0

{1x+3y+1z=5
Ox—-1y+1z=6

Portanto, o sistema original apresenta a seguinte forma matricial AX = B:

1 3 1 X 5
2 0 -3 X yl =10
0o -1 1 A 6
Matriz dos
coeficientes
Gabarito: Letra D.
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3. (INEDITA) Considere o seguinte sistema de equagdes a seguir, em que x e y s3o variaveis:

y—-2 x-y y
3 2

0

x—5 y

3 T 5

= =
X X
2

0
X
Esse sistema de equagdes pode ser escrito da forma A [y] = [g], em que A é a matriz:

[3  19]

2 10

) I
|10 5 ]
- 1

2 10

b) 1o 7
|10 5]

F 1

2 30

c) 19 1
30 5]
(1 19]

2 30

d) 1 1
|30 5]
- 1

5 30

e) 19 1
30 2]

Comentarios:

Para transformar o sistema linear para a forma matricial, devemos deixar os termos independentes do lado
direito das equacdes.

Da primeira equacao, temos:

30
1 4 1 2
_x — —_—
27307 73
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Note que, a partir da matriz dos termos independentes [:] apresentada no enunciado, percebe-se que a

questdo pede que o termo independente da primeira equagao seja 2. Logo, devemos multiplicar a primeira
equacao por 3. Ficamos com:

St L, o2
2¥ 107 T

Da segunda equacao, temos:

3 5 T30
x 5 y x x
37375 51370
(1 1+1) +1 _5
37572 5773
(10—6+15) +1 _5
30 Ty =3
19 +1 5
30° 75V 73

A questdo pede que o termo independente da segunda equagao seja 5. Logo, devemos multiplicar a
segunda equacgao por 3. Ficamos com:

19 3 .
10° 7577

Logo, o sistema apresentado pelo enunciado corresponde a:

3 .1,
27107 T
19 3 .
10°75Y T

Na forma matricial, temos:
3
2 10
% hﬂ H
0

O gabarito, portanto, é letra B.

Gabarito: Letra B.
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QUESTOES COMENTADAS — INEDITAS

Solugao de um sistema linear

1.(INEDITA) Considere dois nimeros x ey em que 3x — 2y = 4ex + 3y = 5.Ovalorde x + y é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

Comentarios:

Temos o seguinte sistema linear:

{3x—2y=4
x+3y=5

Vamos resolver o sistema linear por substituicao.
A partir da segunda equacao, podemos isolar x:

x+3y=5

x=5-3y

Substituindo esse valor na primeira equacdo, temos:
3x—2y=4
3x(5-3y)—-2y=4
15-9y -2y =4

—11y = —11

y=1

Substituindo o valor de y em x = 5 — 3y, temos:

x=5—-3x%x1

x=2
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Logo:

x+y=2+1

Gabarito: Letra C.

5x+3y =

3, _
2x+ 3y = 2€ (x,y) = (a,b). O valor de

2. (INEDITA) Considere que a solugdo do sistema linear {
3a+9bé:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios:
Vamos resolver o sistema linear por substituicao.

A partir da primeira equacdo, podemos isolar x:

5x +3y =3

5x =3 -3y
_3-3y

¥~ s

Substituindo esse valor na segunda equacgao, temos:

2x+3y =2

3—-3
2x< z y>+3y=2
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oo 3-3
Substituindo o valor de y em x = Ty, temos:

_3-3y
*=75
3—3xg
x =
5
=
X =—=
5
9-4
__3
¥= s
5
=3
¥~
1
X ==
3
Logo, a solucdo do sistema é:
(y) = (1 1)
%Y =\3"9
Consequentemente:
a=-eb=-
9
Portanto, o valor requerido pela questao é:
3a+9b
—3x1+9x4
773 9
=1+4
Gabarito: Letra E.
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3. (INEDITA) O valor de x no sistema

{6x -2y=1
2x+y=4
é:

a)0,1

b) 0,3

c)0,5

d) 0,7

e) 0,9

Comentarios:

Poderiamos resolver o problema pelo método da substituicao. Observe, porém, que podemos eliminar a
varidvel y por meio de uma combinacao linear.

Fazendo a combinagao linear Ly + 2L,, temos:

Ly 6x—-2y=1
2L, 4x+2y=28

L{+2L, 10x =9
Portanto:
9
10
x=0,9

Gabarito: Letra E.

4. (INEDITA) Considere o sistema

x+y+2z=10
3x+5y+z=14
2x +4y +4z =127

Ovalordey é:
a) 2,5
b) 3,5
c) 4,5
d) 5,5
e) 6,5
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Comentarios:

Poderiamos resolver esse problema pelo método do escalonamento ou até mesmo por Cramer. Observe,
porém, que a maneira mais pratica de se obter o valor de y é utilizar a combinac&o linear L3 + (—2)L;.

Ao realizar a combinacdo linear Lz + (—2)L4, elimina-se as varidveis x e z:

Ls 2x +4y +4z =27
(=2)Ly —2x— 2y—4z=-20
L3+ (—2)Lq 2y =7
Logo:
2y =
7
y=3
y =35

Gabarito: Letra B.

5.(INEDITA) O sistema a seguir apresenta solugdo unica:

x+2y+3z=10
x+3y+z=11
x+2y+2z=14

O valor de \/m é:
a)4
b) 5
c)6
d)7
e)8

Comentarios:

Poderiamos resolver esse problema pelo método do escalonamento. A solu¢dao por Cramer também é
possivel, porém teriamos que calcular quatro determinantes 3X3 para determinar as trés variaveis x, y e z.

Uma maneira mais rapida de resolver o problema é obter a varidvel z realizando a combinagao linear
Ly + (—1)Ls.
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Ly x+2y+3z=10
(-1)L; —x—-2y—2z=-14
Ly + (—1)Lq zZ=—4
Agora que sabemos que z = —4, ficamos com o seguinte sistema:

x+2y+3.(—4)=10
x+3y+(—4) =11
x+2y+2.(—4) =14
x+2y—12=10
—>{x+3y—4=11
x+2y—8=14

x+ 2y =22
—>{x+3y=15

X+ 2y =22

{x+2y=22
q

x+3y=15

A partir desse novo sistema obtido, podemos eliminar a varidvel x realizando a combinag¢ido linear
L, + (—1)L;.

L, x+3y=15
(-1)Ly —x-—2y=-22
L, + (1)L, y=-7

Agora que sabemos que y = —7, podemos obter x por meio de qualquer uma das equagdes do sistema
anterior.

x+3y=15

x+3x(=7)=15
x—21=15
x =36

Portanto:

Jxt+ty+z=v36-7-4

=25
=5

Gabarito: Letra E.
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6. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

x+2y+z=5
x+y+2z=6
2x+y+z=7

Ovalordex —yé:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

Comentarios:

Ao somar todas as equacgdes do sistema linear, temos:

x+2y+z=5
x+y+2z=6
2x+y+z=7

4x +4y +4z =18
Ficamos com:
4(x+y+2z)=18

toa, 18
xtytz=-

x+y+z=45

Para obter x, podemos subtrair x + y + z = 4, 5 da terceira equagdo do sistema linear.

2x+y+z=7
—Xx—-y—z=-45
X =25

Logo, x = 2, 5.

Para obter y, podemos subtrair x + y + z = 4, 5 da primeira equacdo do sistema linear.

x+2y+z=5
—Xx—-y—z=-45
y =0,5

Logo,y = 0, 5.
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Portanto, o valorde x — y é:

25-05

Gabarito: Letra B.

7. (INEDITA) Considere que os valores x,y, z e w sdo tais que
e x+y+z=25;
e x+y+w=6;
e x+z+w=7;e
e y+z+w=3.
Ovalor de x% + y? + z% + w? é:
a) 12
b) 13
c)14
d) 18
e) 21

Comentarios:

Temos o seguinte sistema linear:

x+y+z =5
x+y +w=6
b4 +z+w=7

y+z+w=3

Ao somar todas as equacgdes do sistema linear, temos:

x+y+z =5
x+y +w=6
b4 +z+w=7

yt+z+w=3

3x+3y+3z+3w =21
Ficamos com:

3x+y+z+w) =21
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21
x+y+z+w=?

x+y+z+w=7
Para obter x, podemos tomar x + y + z + w = 7 subtrair a quarta equagao.

xt+y+tz+w=7
—y—z—w=-3

X =4
Para obter y, podemos tomar x + y + z + w = 7 subtrair a terceira equacgao.

x+ty+z+w=7
—X —z—-w=-7
y =0

Para obter z, podemos tomar x + y + z + w = 7 subtrair a segunda equagao.

xt+y+z+w=7
—X —y —w=-6

z =1

Para obter w, podemos tomar x +y + z + w = 7 subtrair a primeira equagao.

x+y+z+w=7
X —y—z =-5

w=2
Logo, o valor de x% + y? + z2 + w? é:
42 + 0% + 1% + 22
=164+0+1+4
=21

Gabarito: Letra E.
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8.(INEDITA) Considere o seguinte sistema linear formado pelas incégnitas a, b e c.

—a+2b+2c =110
3a+b+2c =150
a+2b+ 3c =180

Ovalordea+ b + c é:
a) 80

b) 90

c) 100

d) 110

e) 120

Comentarios:

Poderiamos resolver o problema pelo método do escalonamento para obter os valores de a, b e c e, em
seguida, calcular a soma a + b + c. A solucdo por Cramer também é possivel, porém teriamos que calcular
quatro determinantes 3X3 para determinar as trés varidveis a, b e c.

A maneira mais rdpida de resolver o problema é tentar obter uma combinacdo linear que resulte
diretamente na soma procurada. Nem sempre é facil seguir por esse caminho. Observe, porém, que a
combinagdo linear Ly + L, + (—1)L3 nostrazasomaa + b + c.

. Ly, —a+2b+2c=110
L, 3a+b+2c=150
(-1)Ly —a—2b —3c = —180

a+ b+ ¢c=80

O gabarito, portanto, é letra A.

Gabarito: Letra A.

. x
9. (INEDITA) Considere que X = [y] é a matriz das incégnitas do seguinte sistema linear:

{3x+y=40
2x—y =65
40

65]' Nesse caso, sendo M uma matriz

Sabe-se que X pode ser escrita da forma X = MB, com B = [

quadrada de ordem 2, M corresponde a:

101
5 5
all, 3
5 5

1 1

5 5

b)[ 2° 3

5 5
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d)

e)

. , . .
GlRrUlw Gikulw vlNGlR

Comentarios:

Considerando o sistema apresentado:

{3x+y=40
2x —y =65

Temos que:

e A matriz dos coeficientes é A = B _11]; e

e A matriz dos termos independentes, fornecida pelo enunciado, é B = 40

651
Como det A # 0, entdo a matriz A4 é inversivel.
detd =[3x(—1)] —[1 x 2]
=-3-2
= -5
O sistema linear pode ser representado na sua forma matricial por:
AX =B
Como a matriz A é inversivel, podemos multiplicar ambos os lados da equacdo por A~! pela esquerda:
A7'AX=A4"'B
IX=A"'B
X=A"'B

Comparando X = A~'B a equacdo matricial apresentada no enunciado, dada por X = MB, temos que
M=A"1
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Para uma matriz4 = [: Z], a suainversa é dada por A™! = ﬁ [—dc _ab]' Logo, para 0 nosso caso:
-1 -1
-1 _ _—
A7 =3 [—2 3 ]
1 ! 1 !
_ -5 -5
2 ! 3 !
-5 -5
1 1
_|5 5
2 3
5 5
Portanto:
1 1
_a2-1_15 5
M=4a7=1 73
5 5

Gabarito: Letra C.

10. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

2x+y+3z=5
x+4y+3z=3
x+2y+2z=9

Ovalordey é:

a) —59

b) —44

c)—19

d) 19

e) 59

Comentarios:

Poderiamos resolver esse problema pelo método do escalonamento. Note, porém, que a questdo pede
apenas o valor de uma das trés incégnitas. Consequentemente, a solu¢ao pelo Teorema de Cramer mostra-

se uma boa opcdo, pois nesse caso teremos que calcular apenas dois determinantes 3 X 3.

Ao representar o sistema linear na sua forma matricial, temos AX = B, sendo:

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 93

, www.estrategiaconcursos.com.br 136



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 19

2 1 3 X

1 2 2 z

Primeiro, devemos obter o determinante da matriz A:

2 1 3
D=detA=1|1 4 3
1 2 2
Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:
1 4
Parte Negativa Parte Positiva

D=[2.42+131+3.12]-[3.41+2.3.2+1.1.2]
D=[16+3+6]—[12+ 12 + 2]

D =25-126

D=-1

Como D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD), sendo possivel aplicar o teorema.

Obtencaode y

Para obter y, vamos utilizar a seguinte relagao:

Y=D
Ja temos o valor do determinante D. Nesse momento, devemos obter D,,.

D,, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da

variavel y pela matriz B.

Coeficientes de y

2 |11 3 5
A=|1 (4] 3 B =13
1 2] 2 9
2 5 3
D,=11 3 3
1 9 2
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Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:

Parte Negativa Parte Positiva
D, = [2.3.2+5.3.1+3.1.9]—[3.3.1+ 2.3.9+ 5.1. 2]

Dy, =[12 + 15 + 27] — [9 + 54 + 10]

=54-173
D, = —19
Logo:
D —-19
=Y __
Y=p "
y=19

Gabarito: Letra D.

11. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear, em que x, y e z s3o as incégnitas e k é uma constante.
kx+y+z=1
x—y+kz=0
X+y+2z=2

Sabendo-se que k = 0 e k # 1, o valor de x é igual a:
-1

ey
2
b) 1
2k—1
C) k+1
d) —2k? + k
e) —k%—k

Comentarios:
Vamos resolver essa questdao com o Teorema de Cramer.
Note que as varidveis do sistema sdo x, y e z, sendo k uma constante.

Ao representar o sistema linear na sua forma matricial, temos AX = B, sendo:
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A=

k1 1 X
SR P PR
1 1 2

Primeiro, devemos obter o determinante da matriz A:

kK 1 1
D=detA=|1 -1 k
1 1 2
Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:
-1
Parte Negativa Parte Positiva

D=[k(-1).2+1k1+1.1.1]-[1.(-1).1+k.k.1+1.1.2]
D=[-k+1]—[k?+1]

D=-k*—k

D = —k(k+1)

O enunciado pede a solucdo para k # 0 e k + 1. Note que, para esse caso, D sera diferente de zero.
Portanto, podemos aplicar o Teorema de Cramer.

Para obter x, vamos utilizar a seguinte relagao:

=D

D, é o determinante da matriz que se obtém a partir da matriz A substituindo a coluna dos coeficientes da
variavel x pela matriz B.

Coeficientes de x

kKl 1 1 1
A=|1| -1 k B=10
1] 1 2 2
1 1 1
2 1 2
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Aplicando a Regra de Sarrus, ficamos com:

Parte Negativa Parte Positiva
D,=[1.(-1).2+1k2+1.01] -[1.(-1).2+ 1. k.1 +1.0.2]
D, = [2k — 2] — [k — 2]
D,=k
Logo:

=D

B k
 —k(k+1)

1
C—(k+1)

Logo:

!
T+

Gabarito: Letra A.

12. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

x+2y+z=3
x+3y+2z=1
2x+3y+2z=2

Sabendo-se que o sistema é possivel e determinado, o valor de x> + y? + z% é:

a) 14
b) 17
c) 38
d) 49
e) 53

Comentarios:
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Vamos resolver essa questdo pelo método do escalonamento, fazendo uso da matriz completa do sistema.

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
Ly<1L,+(-1)L Lz<1L3+(-2)L
[ 1] 2kl 1[0 1 2] 3l 1[0 1 1 —2]

1 3 2 1 —
2 3 2 2 2 3 2 2 0 -1 0 —4
121 3
La<1L2+1L
33+2[011—2]
00 1 —6

Ficamos com o seguinte sistema escalonado:

1y + 1z = =2

{ Ix+2y+1z=3
1z = -6

Da ultima equagao, temos:

z=—6
Da segunda equagao, temos:
y+z=-2
y+(—6) =-2
y=4
Da primeira equagao, temos:
x+2y+z=3

x+24+(—6)=3
x+2=3
x=1
Logo:
x% +y% + 72
=12 + 4% + (-6)?
=1+16+ 36

=53

Gabarito: Letra E.
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13. (INEDITA) Joaquim possui x gatos, y ratos e z papagaios. Sabe-se que x, y e z satisfazem o sistema a

seguir:

4x +2y+z =33
2x+y+ 6z =22
2x+2y+3z=33

Considerando-se que o gasto mensal com cada gato é de RS 40,00, com cada rato é RS 10,00 e com cada

papagaio é RS 20,00, o gasto mensal com todos os animais é:

a) R$ 200,00
b) R$ 250,00
¢) RS 300,00
d) RS 350,00
e) R$ 400,00

Comentarios:

Vamos resolver essa questdo pelo método do escalonamento, fazendo uso da matriz completa do sistema.

Inicialmente, temos a seguinte matriz completa:

4
2
2

2 1 33
1 6 22
2 3 33

Para evitar trabalhar com fragGes, vamos iniciar o escalonamento trocando a primeira e a segunda linha de

posicao:
4 2 1 33 LioLy 2 1 6 22 Lyelly+(~2)Ly 2 1 6 22 Lyc1ls+(~1)L; 2 1 6 22
2 1 6 22 ~ |4 2 1 33 ~ 0 0 -11 -11 ~ 0 0 —-11 -11
2 2 3 33 2 2 3 33 2 2 3 33 01 -3 11
LyosLs 2 1 6 22
~ [0 1 =3 11
0 0 —-11 -11

Ficamos com o seguinte sistema escalonado:

1y —3z =11

{2x+1y+6z=22

Da ultima equacgdo, temos:

www.estrategiaconcursos.com.br
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Da segunda equacgao, temos:

Da primeira equagao, temos:

2x + 2y +3z=33

2x +2.14+3.1=33

2x + 21 =33
2x =2
x=1

Logo, temos 1 gato, 14 ratos e 1 papagaio. O gasto mensal com todos os animais é:

1x40+14x10+1x 20
=40+ 140 + 20
= R$ 200,00

Gabarito: Letra A.

14. (INEDITA) Considere que a solugdo do sistema linear a seguir é (x1,yq,2;):

4x -7y +9z=0
3x—-6y+5z=1
—-x+2y —2z=3

O produto x; X y{ X z4 é:
a) —13.420

b) —12.240

c) 12.240

d) 13.420

e) 15.680

Comentarios:
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Vamos resolver essa questdo pelo método do escalonamento, fazendo uso da matriz completa do sistema.

Inicialmente, temos a seguinte matriz completa:

4 =7 9 0
3 -6 5 1
-1 2 -2 3

Para evitar trabalhar com fragdes, vamos iniciar o escalonamento trocando a primeira e a terceira linha de

posicao:
4 -7 9 0 1 2 -2 3 1 2 -2 3
L L Ly—~1L>+3L Ly<1L3+4L
[3 6 5 1] 133[3 —6 5 1]2 2 1[0 0 -1 10]3 2T
1 2 -2 3 4 -7 9 0 4 -7 9 0
-1 2 -2 37, ., [-1 2 -2 3
0 0 -1 10/ 7°°%lo0 1 1 12
0 1 1 12 0 0 -1 10

Ficamos com o seguinte sistema escalonado:
—x+2y—2z=73
{ ly+1z=12
—z=10

Da ultima equagdo, temos:

z=-10
Da segunda equagao, temos:
ly+1z =12
y—10=12
y =22
Da primeira equagao, temos:
—x+2y—2z=3

—x+2x%x22-2x%x(-10)=3
—x+44+20=3
x=64-3
x =61
Logo, a solugdo do sistema é (x,y,,2;) = (61,22, —10). Portanto, o produto requerido é:

X1 Xy1 X7z

101
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=61 %22 x(-10)

= —13.420
Gabarito: Letra A.
15. (INEDITA) Considere a seguinte matriz A
1 3 2 3
12 -1 3 -1
A=15 1 8 1
4 5 7 5
O posto dessa matriz é:
a)o0
b) 1
c)2
d)3
e) 4

Comentarios:

Vamos escalonar a matriz A.

1 3 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3
2 —1 3 -1 Ly<1Ly+(—-2)Lq o -7 -1 =7 L3<1L3+(-5)Lq 0o -7 -1 =7
5 1 8 1 - 5 1 8 1 - 0 —14 -2 -14

4 5 7 5 4 5 7 5 4 5 7 5

1 3 2 3 1 3 2 3

Ly1L4+(—-4)Lq 0 -7 -1 =7 L3<1L3+(-2)Ly 0o -7 -1 =7

- 0 —14 -2 -—14 = 0 0 0 0

0 -7 -1 -7 0o -7 -1 -7

1 3 2 3
Lyc1ly+(-DIz |9 —7 -1 -7
- 0 o 0 0

0 o0 0 o0

O posto de uma matriz é o nimero de linhas ndo nulas de uma matriz escalonada. Logo, o posto de A é 2.

Gabarito: Letra C.
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QUESTOES COMENTADAS — INEDITAS

Discussao de um sistema linear

x—2y=0

3x+ay=0 admita uma solugdo diversa de (x,y) = (0,0), o

1. (INEDITA) Para que o sistema linear {

valor de a devera ser:
a)—6

b) =3

c)3

d) 6

e) 8

Comentarios:
Note que o sistema linear apresentado é homogéneo. A matriz dos coeficientes do sistema é:
1 -2
A=l 7]
3 a
Considere que o determinante dessa matriz é D, isto é, D = det A.

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que:

e Se D # 0, o sistema linear homogéneo é possivel e determinado (SPD);

e Se D = 0, o sistema linear homogéneo é possivel e indeterminado (SPI);

Sistema Linear Homogéneo

D#0

Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Sistema Possivel e Determinado (SPD)

Admite somente a solugdo trivial Admite a solug3o trivial e infinitas outras

Temos que:

b=l 7

D=[1xa]—-[(-2)x3]

D=a-(-6)
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D=a+6

Para que o sistema admita solucdo diversa da solucdo trivial (x,y) = (0,0), o sistema deve ser possivel e
indeterminado (SPI). Logo:

D=0
a+6=0
a=-6

Gabarito: Letra A.

2.(INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.

x+2y+z=5
Osistema S = {Zx — 2y + z = 11 é possivel e determinado.
x+8y+2z=4

Comentarios:

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que:

Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e
Indeterminado (SPI)

SISIEE FOsE 2 Sistema Impossivel (SI)

Determinado (SPD)

Logo, se o determinante da matriz dos coeficientes D for diferente de zero, temos um SPD. Caso contrario,
nao temos um SPD, de modo que o sistema pode ser SPI ou SI.

A matriz dos coeficientes do sistema em questdo é:

1 2 1
2 =21

1 8 2

A=

Aplicando a Regra de Sarrus no determinante da matriz 4, temos:

:

Parte Negativa Parte Positiva
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D=[1.(-2).2+211+1.28] — [1.(=2).1 + 1.1.8 + 2.2.2]
D=[-4+2+16] —[-2 + 8 + 8]
D=14-14
D=0

Logo, o sistema nao é possivel e determinado (SPD), podendo ser SPI ou SI.
Observacao: para determinar se o sistema é SPI ou S|, teriamos que escalonar o sistema linear.

Gabarito: ERRADO.

kx+y+2z=2
3. (INEDITA) Sendo k uma constante, para que o sistema linear { x+y+2z =1 admita uma UGnica
2x+y+kz=3

solugdo, é necessdrio que:
a)k=0ouk =1
b)k #0ek + 2
c)k=0ouk =2
dk+1lek +2
e)k=1ouk =2

Comentarios:

A matriz dos coeficientes do sistema é:

k1 2
A=|1 1 1
2 1 k

Considere que o determinante dessa matriz é D, isto é, D = det A.

Para que o sistema linear admita uma Unica solucdo, o sistema deve ser possivel e determinado (SPD). Pelo
Teorema de Cramer, sabemos que:

Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e Sistema Possivel e iz Lujpeestsal (2]
Determinado (SPD}) Indeterminado (SPI) P
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Aplicando a Regra de Sarrus no determinante da matriz 4, temos:

Parte Negativa Parte Positiva
D=[k1k+112+211]-[21.2+k.1.1 +1.1.k]
D = [k? + 4] — [2k + 4]
D =k?* -2k
D =k(k—-2)
Como queremos que o sistema seja SPD, devemos ter D # 0. Logo:
k+0ek+2

Gabarito: Letra B.

4. (INEDITA) Considere o sistema linear S a seguir, em que x, y e z sdo as varidveis e k é uma constante:

x+ky+3z=0
S={ x—-2y+z=0
—-x+3y+kz=0

O sistema S sera:

a) possivel e determinado para qualquer valor de k.
b) possivel e determinado, se k # 3.

c) possivel e indeterminado, se k = 0.

d) impossivel, se k = 0.

e) impossivel, se k = 3.
Comentarios:

Note que o sistema linear S apresentado é homogéneo. Sabemos que um sistema homogéneo nao pode ser
impossivel, pois sempre admite a solugdo trivial, que no caso em questdo é (x,y,z) = (0,0, 0).

A matriz dos coeficientes do sistema é:

1 k3
A=|1 -2 1
-1 3 k

Considere que o determinante dessa matriz é D, isto é, D = det A.
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Pelo Teorema de Cramer, sabemos que:

Se D # 0, o sistema linear homogéneo é possivel e determinado (SPD);

[ ]
Se D = 0, o sistema linear homogéneo é possivel e indeterminado (SPI);

Sistema Linear Homogéneo

D#0

Sistema Possivel e Determinado (SPD) Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)
Admite a solugio trivial e infinitas outras

Admite somente a solugio trivial

Aplicando a Regra de Sarrus no determinante da matriz A4, temos:

Parte Negativa Parte Positiva

D=[1(=2).k+k1.(=1) +3.1.3] = [3.(=2).(=1) + 1.1.3 + k. 1. k]

D =[-3k+9] —[9 + k?]

D =—k*-3k
D =—-k(k+3)
Note que, se D = 0, temos:
—k(k+3)=0
k=0ouk=-3

Assim, para o caso em que D = 0, temos que:
e Sek = 0ouk = 3, osistema linear homogéneo é possivel e indeterminado (SPI).

Para o caso em que D # 0, temos que:

Se k # 0 e k # 3, o sistema linear homogéneo é possivel e determinado (SPD).

Vamos avaliar as alternativas.
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a) possivel e determinado para qualquer valor de k. ERRADO.

O sistema é SPD para os casos em que k # 0 e k # 3. Quaisquer valores de k que ndo sejam 0 e 3 fazem
com que o sistema seja SPD.

b) possivel e determinado, se k + 3. ERRADO.

O sistema é SPD para os casos em que k # 0 e k # 3. Portanto, ndo basta que k seja diferente de 3 para
que o sistema seja SPD. Se tivermos k = 0, esse k é diferente de 3 e o sistema é SPI.

c) possivel e indeterminado, se k = 0. CERTO. Esse é o gabarito.

De fato, se k = 0, teremos um SPI. Isso porque, nesse caso, teremos D = 0. Outra possibilidade de termos
um SPI seria para o caso em que k = 3.

d) impossivel, se k = 0. ERRADO.
Um sistema linear homogéneo nunca é impossivel, pois sempre admite a solugao trivial.
e) impossivel, se k = 3. ERRADO.
Um sistema linear homogéneo nunca é impossivel, pois sempre admite a solugao trivial.

Gabarito: Letra C.

5. (INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.

x+2y+2z=180
O sistema S = {Zx — 2y — 3z = —100 é possivel e indeterminado.
x—4y—4z =150

Comentarios:
A principio, utilizar o Teorema de Cramer n3o teria grande utilidade para resolver a questdo, a ndo ser que

o determinante da matriz dos coeficientes fosse diferente de zero. Nesse caso, teriamos um Sistema Possivel
e Determinado (SPD) e o item estaria errado.

Teorema de Cramer

DEY

Sistema Possivel e Sistema Possivel e . ,
Sistema Impossivel (SI)

Determinado (SPD) Indeterminado (SPI)
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Veja que, caso o determinante seja zero, ndo poderiamos chegar no gabarito da questao utilizando somente
o Teorema de Cramer. Isso porque, quando D = 0, podemos ter tanto um sistema possivel e indeterminado
(SPI) quanto um sistema impossivel (SI). Nesse caso, ndo restaria outra alternativa a ndo ser escalonar o
sistema.

Para evitar ter que calcular um determinante 3 X 3, vamos comegar a resolver o problema escalonando o
sistema fazendo uso da matriz completa do sistema.

1 2 1 180 1 2 1 180

Ly—1L,+(-2)L La—1L +(—1)L
[2 2 -3 —100] zifel 1[0 6 -5 —460] sl
1 -4 —4 150 1 -4 -4 150

12 1 180, ., ., p,[1 2 1 180
0 —6 -5 —460 ~ 0 —6 -5 —460
0 —6 -5 —30 0 0 0 430

Note que a Ultima equacdo do sistema escalonado apresenta o seguinte formato:
Ox + 0y + 0z =430
Logo, estamos diante de um sistema impossivel (SI).

Gabarito: ERRADO.

2x +ky=-2

kx +2y = 2 admita infinitas solugdes

6.(INEDITA) A soma dos valores de k para que o sistema linear {
é:

a) —4

b) —2

c)0

d) 2

e) 4

Comentarios:

Note que o enunciado afirma que o sistema deve possuir infinitas solucdes, ou seja, deve ser um sistema
possivel e indeterminado (SPI).

Pelo Teorema de Cramer, sabemos que uma condicdo necessdria para que o sistema seja SPI é que o
determinante da matriz dos coeficientes seja zero, isto é, D = 0.
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Teorema de Cramer

D#0

Sistema Possivel e Sistema Possivel e

Determinado (SPD) Indeterminado (SPI) aBffteti ) s Rl (]

Observacdo: Nao se trata de uma condicdo suficiente, pois D = 0 ndo implica que o sistema seja SPI, pois
i ele pode ser SI. Em outras palavras: :

SPI-D=0
D =0 - SPloulI

Fazendo D = 0, temos:

HER
[2.2] = [k.k] =0
4-k?2=0
k? =4
k=42
Note, portanto, que os valores k = 2 e k = —2 s&o duas possibilidades que fazem com que o sistema nao
seja SPD.
Fazendo k = 2, temos o seguinte sistema:
{Zx +2y=-2
2x +2y =2

Veja que esse sistema é impossivel (SI), pois 2x + 2y ndo pode ser igual a 2 e também igual a —2.
Escalonando o sistema, ficamos com:

Lye1ly+(-1DLy {Zx +2y=-2
Ox+0y=4
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Fazendo k = —2, temos o seguinte sistema:

{2x—2y=—2
—2x+2y =2

Escalonando o sistema, ficamos com:

Lye1Ly,+1Ly (2x — 2y = —2
2-1Lz+ 1{x y (2 =2y =—2

Ox+0y=0

Trata-se de um sistema escalonado cujo nimero de equagées (1) é menor do que nimero de incégnitas
(2). Logo, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Portanto, conclui-se que o sistema admite infinitas solucdes apenas para k = —2. Logo, a soma dos valores
de k para que o sistema linear admita infinitas solu¢des é —2.

Gabarito: Letra B.

10x + ay = —15

7. (INEDITA) Para que o sistema linear { 20x—30y=b

P ~ b
apresente infinitas solugdes, o valor de - deve
ser igual a:

a) —2

b) —1

c)1

d) 2

e)3

Comentarios:

Para que o sistema apresente infinitas solucdes, o sistema deve ser possivel e indeterminado (SPI).

Vamos escalonar o sistema. Fazendo L, « 1L, + (—2)L4, temos:

{10x +ay = —15 Ly<1L+(-2)L { 10x + y=-15
20x —30y =b 0x + (—30 — 2a)y = (b + 30)

Para que o sistema seja SPI, devemos eliminar uma equacao do sistema. Nesse caso, a segunda equacao
deve ser do seguinte formato:

Ox+0y=0
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Consequentemente:
(-30—-2a)=0e(b+30)=0
Logo:
a=-15eb =-30
Portanto:
b_=30_,
a -—15

Gabarito: Letra D.

8. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear S, em que a e b sdo constantes:

x+y+z=2
S=3{x+2y+2z=1
2x+y+az=»>

Para que S seja um sistema impossivel, é necessario e suficiente que:

a)a=1
byb =5
cJa=1leb=5
da#1leb=5
ela=1leb#5

Comentarios:

Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema.

11 1 2 111 2 1 1 1 2
Lo<1L,+(-1)L Lz<1L3+(-2)L
[1 2 2 1]2 22 )1[0 11 —1]3 2 1[0 101 -1
2 1 a b 2 1 a b 0 -1 a—2 b—4
11 1 2
La<—1L,+1L
et 2[0 1 1 —1]
0 0 a=1 b-5

Temos, portanto, o seguinte sistema escalonado:

1Ix + 1y + 1z =12
{ 1y + 1z=-1
(a—1)z=b-5

Banco do Brasil - Matemaética - 2023 (P6s-Edital) 112

, www.estrategiaconcursos.com.br 136



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 19

Para que tenhamos um sistema impossivel, o sistema escalonado deve apresentar uma equagao da seguinte
forma:

Ox+0y+0z=k, comk #0
Logo, para que isso acontega, devemos ter:
a—-1=0eb-5+%0
Portanto, para que o sistema seja impossivel, devemos ter:
a=1leb+5
Veja que, nesse caso, a Ultima equacao fica da seguinte forma:
Ox+0y+0z=(b—-5),com(b—5)#0
O gabarito, portanto, é letra E.

Gabarito: Letra E.

9. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

3x—-y+z+2w=3

2x+y+z+3w=2
x—2y—w=1

x+2y+z+3w=3

Sobre esse sistema linear, é correto afirmar que conjunto de solugdes é vazio.
Comentarios:

Ao dizer que o conjunto de solucbes do sistema linear é vazio, o item afirma que o sistema é impossivel (SI).
Devemos, portanto, verificar se estamos diante de um SI.

Vamos escalonar o sistema fazendo uso da matriz completa do sistema. Para evitar trabalhar logo de inicio
com fragdes, o escalonamento serd iniciado trocando de posi¢do a primeira e a quarta equacgao.

3 -1 1 2 3 1 2 1 3 3 1 2 1 3 3
2 1 1 3 2lkel)2 1 1 3 2|Lcll+(Dl|g -3 -1 -3 —4
1 -2 0 -1 1| T |1 =2 0 -1 1 - 1 -2 0 -1 1
1 2 1 3 3 3 -1 1 2 3 3 -1 1 2 3
1 2 1 3 3 1 2 1 3 4
Ly=1lz+(-DLi g —3 —1 —3 —4|La-1ls+(-3)L1|g —3 —1 —3 —4 La1La+(-3)Le
- 0 —4 —1 —4 -2 - 0 —4 —1 —4 -2 -
3 -1 1 2 3 0 -7 -2 -7 —6
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1 2 1 3 3
12 1 3 3 0 -3 -1 -3 —4
0 -3 -1 -3 —4 L4“1L4+(‘%)L2 1 10 [ Lse1Ls+(-1)L3
10 ~ 0 0 = 0 — ~
0 0 = 0 — 3 3
3 1 10
0 -7 -2 -7 —6 0 0 3 0 53
1 2 1 3 3
1 2 1
0 -3 -1 -3 —4| | o _ _g _Z
1 10|~ 1
0 0 < 0 — 1 10
0 0 0 0 0

Logo, temos o seguinte sistema equivalente escalonado:

x+2y+z+3w=3

—3y—z—-3w=-4
1 10
-7 [ —

3 3

Note que, no sistema escalonado, ndo obtivemos uma equagao da forma Ox + 0y + 0z + Ow = b, com
b # 0. Logo, o sistema nao é impossivel. O gabarito, portanto, ¢ ERRADO.

Veja que, na verdade, temos um sistema possivel e indeterminado (SPI), pois o nimero de equagoes é
menor do que o nimero de incégnitas.

Gabarito: ERRADO.
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Sistema linear

1.(CESGRANRIO/TRANSPETRO/2011) Nas duas equagdes mostradas a seguir, x e y sdo varidveisea e b
sao constantes.

y-a  y-x -
2+ 24 0

Ll A

Ll Ko

X a i
Essas equagOes podem ser compactadas em uma equag¢ao matricial do tipo M [y] = [b]’ naqual M éa

matriz:
) 10,4 1,9]
V1,9 04
—0,4 1,9
b) [ 0,4 -—1,9
0 —1,9 0,4 ]
19 -0,4
—0,4 1,9
d) | 1,9 —0,4]
e) —4 19
119 —4
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GABARITO - CESGRANRIO

Sistema linear

1.LETRAD
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Solucao de um sistema linear

1.(CESGRANRIO/BNDES/2006) O valor de x no sistema

2x—-y+z=4
{x+3y+z=14
3x+2y—-4z=0

a)o0
b) 1
c)2
d)3
e)d
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GABARITO - CESGRANRIO

Solucao de um sistema linear

1. LETRAC
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Discussao de um sistema linear

1.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Considere o sistema de equagdes lineares nas varidveis reais x e y:

2 _
{ kKx+y=3 , no qual k e m sao reais.

x—ky=m-+4
Sabe-se que existem numeros reais a e b, com a # b, tais que os pares ordenados (a, b) e (b,a) sao
solugdes do sistema dado.
Dessa forma, k e m sdo, necessariamente, tais que
a)k=1m =1
b)k # 1m =1
ok =-1m = -1
d) k
e) k

= —-1m = -1
= —-1m + —1

2. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2018) Seja o sistema de equagao linear: {xaj_c :l_yy:—ll
Quantos sao os valores do parametro a que levam o sistema a possuir infinitas solu¢des?
a)o

b) 1

c)2

d)3

e) infinitos

3. (CESGRANRIO/PETROBRAS/2011) Com relagdo ao sistema de variaveisreaisx e y, {n;x_+yy:=n3’ no qual
m e n sao numeros reais, tem-se que

a)sem =-1en = -3, qualquer par ordenado (x,y), x e y reais, é solugdo

b) ndo tem solugdosem =-1len #-3

c) tem sempre solucdo quaisquer que sejam m e n reais

d) tem duas solugbes sem # -1

e) (1,1) ésolugdosem = n
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5*—6y=1

4.(CESGRANRIO/BNDES/2009) Para que o sistema linear { p Possua infinitas solugdes, os

ax + 4y =
valores de a e b devem ser tais que % valha

a) —5

b) —2

c)o0

d) 2

e)5

5.(CESGRANRIO/PETROBRAS/2012) Um professor editou sua prova bimestral em um processador de
textos antigo e salvou em um pen drive para imprimir na escola. Devido a incompatibilidade entre os
processadores de texto, alguns caracteres de um sistema linear, cujas varidveis eram x, y e z, ficaram

irreconheciveis na impressao, conforme ilustrado a seguir:

x+y+0Oz=1
X+2y+z=2
2x+5y—3z=A

Os alunos que iriam resolver a prova bimestral perguntaram ao professor quais eram os valoresde o e A,
mas ele ndo soube dizer. Disse apenas que o sistema possuia, pelo menos, duas solugdes distintas.

Se a afirmacgdo do professor é correta, qual a soma dos valoresde e A?
a) 11

b) 8

c)6

d)5

e)d
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GABARITO - CESGRANRIO

Discussao de um sistema linear

1. LETRAC
2.LETRA B
3.LETRA B
4. LETRAE
5.LETRAA
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Sistema linear

1.(INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.

x+y+z=1
O sistema linear { 3x +y+ 3z = 2 pode ser representado por meio da seguinte equag¢ido matricial:

y+z=3
111 1
© v as 1 s|-lg

0 1 11 13

2. (INEDITA) Assinale a alternativa que apresenta a matriz dos coeficientes do sistema linear a seguir:

x+3y+z=5
{3x—32=x
—-y+z=6
1 3 1
a)|3 -3 0
-1 1 0
1 3 1
b)[3 0 -3
0 -1 1
1 3 1 5
|3 0 -3 1]
0 -1 1 6
1 3 1
dl2 0 —3‘
0 -1 1
1 3 1 5
e)l2 0 -3 0‘
0 -1 1 6

3.(INEDITA) Considere o seguinte sistema de equagdes a seguir, em que x e y sdo variaveis:

y—-2 x-y y
3 2 =0

x—5 y

=0
3+5

5
x+x
2

X
Esse sistema de equagdes pode ser escrito da forma A [y] = [é], em que A é a matriz:
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3 19
2 10
a1 3
(10 5|
a1
2 10
b) 19 3
(10 5]
.
2 30
o 71
30 5
(1 19]
2 30
dli 73
30 5|
1 17
5 30
e) o 1
30 2]
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GABARITO — INEDITAS

Sistema linear

1. ERRADO
2. LETRAD
3.LETRAB
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Solugao de um sistema linear

1.(INEDITA) Considere dois nimeros x ey em que 3x — 2y = 4ex + 3y = 5.Ovalorde x + y é:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

5x+3y=3

2x+ 3y = Zé (x,y) = (a,b). O valor de

2. (INEDITA) Considere que a solugdo do sistema linear {

3a+9bé:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

3. (INEDITA) O valor de x no sistema

{6x -2y=1
2x+y=4
é:

a)0,1

b) 0,3

c) 0,5

d) 0,7

e) 0,9
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4. (INEDITA) Considere o sistema

x+y+2z=10
3x+5y+z=14
2x+4y+4z =27

Ovalordey é:
a) 2,5
b) 3,5
c) 4,5
d) 5,5
e) 6,5

5.(INEDITA) O sistema a seguir apresenta solugdo Unica:

x+2y+3z=10
x+3y+z=11
x+2y+2z=14

O valor de \/m é:
a)4
b) 5
c)6
d)7
e)8

6.(INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

x+2y+z=5
x+y+2z=6
2x+y+z=7

Ovalordex —yé:
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
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7. (INEDITA) Considere que os valores x,y, z e w sdo tais que
e xt+ty+z=25;
e xX+y+w=6;
e x+z4+w=7;e
e y+z+w=3.
Ovalor de x% + y% + z% + w? é:
a) 12
b) 13
c)14
d) 18
e) 21

8.(INEDITA) Considere o seguinte sistema linear formado pelas incégnitas a, b e c.

—a+2b+2c=110
3a+b+2c=150
a+2b+ 3c =180

Ovalordea+ b + cé:
a) 80

b) 90

c) 100

d) 110

e) 120

, x
9. (INEDITA) Considere que X = [y] é a matriz das incégnitas do seguinte sistema linear:

{3x+y=40
2x—y =65

Sabe-se que X pode ser escrita da forma X = MB, com B = [2(5)] Nesse caso, sendo M uma matriz

quadrada de ordem 2, M corresponde a:

a)

O
-
[SURN)
Ul
vjlwaa R
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d)

r ' . .
GlRrUlw Gikulw vlNGlR

10. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

2x+y+3z=5
x+4y+3z=3
x+2y+2z=9

Ovalordey é:
a) —59

b) —44

c)—19

d) 19

e) 59

11. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear, em que x, y e z s3o as incégnitas e k é uma constante.

kx+y+z=1
x—y+kz=0
x+y+2z=2
Sabendo-se que k # 0 e k # 1, o valor de x é igual a:
-1
ey
2
o)
)Zk—l
< e
d) —2k?+k
e) —k?—k
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12. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

x+2y+z=3
x+3y+2z=1
2x+3y+2z=2

Sabendo-se que o sistema é possivel e determinado, o valor de x? + y? + z% é:

a) 14
b) 17
c) 38
d) 49
e) 53

13. (INEDITA) Joaquim possui x gatos, y ratos e z papagaios. Sabe-se que x, y e z satisfazem o sistema a
seguir:

4x +2y+2z =33
2x+y+6z=22
2x+2y+3z=33

Considerando-se que o gasto mensal com cada gato é de RS 40,00, com cada rato é RS 10,00 e com cada
papagaio é R$ 20,00, o gasto mensal com todos os animais é:

a) RS 200,00

b) RS 250,00

c) RS 300,00

d) RS 350,00

e) RS 400,00

14. (INEDITA) Considere que a solugdo do sistema linear a seguir é (x1,yq,2;):

4x—-7y+9z=0
3x—6y+5z=1
—-x+2y —2z=3

O produto x; X y; X z; é:
a) —13.420

b) —12.240

c) 12.240

d) 13.420

e) 15.680
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15. (INEDITA) Considere a seguinte matriz 4

1 3 2 3
=1
4 5 7 5
O posto dessa matriz é:
a)o0
b)1
c)2
d)3
e)4
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GABARITO — INEDITAS

Solugao de um sistema linear

1. LETRAC 6. LETRAB 11. LETRAA
2. LETRAE 7. LETRAE 12, LETRAE
3.LETRAE 8.LETRAA 13. LETRAA
4, LETRAB 9.LETRAC 14. LETRAA
5.LETRAE 10. LETRAD 15. LETRAC
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Discussao de um sistema linear

x—2y=0

3x+ay=0 admita uma solugdo diversa de (x,y) = (0,0), o

1. (INEDITA) Para que o sistema linear {

valor de a devera ser:
a)—6

b) =3

c)3

d) 6

e) 8

2.(INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.

x+2y+z=5
Osistema S = {2x — 2y + z = 11 é possivel e determinado.
x+8y+2z=4

kx+y+2z=2
3. (INEDITA) Sendo k uma constante, para que o sistema linear { x+y+2z=1 admita uma Unica
2x+y+kz=3

solugdo, é necessario que:
a)k=0ouk=1
b)k #0ek + 2
c)k=0ouk =2
dk+1lek#2
e)k=1ouk =2
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4. (INEDITA) Considere o sistema linear S a seguir, em que x, y e z sdo as variaveis e k é uma constante:

x+ky+3z=0
S=y x—-2y+z=0
—x+3y+kz=0

O sistema S sera:

a) possivel e determinado para qualquer valor de k.
b) possivel e determinado, se k # 3.

c) possivel e indeterminado, se k = 0.

d) impossivel, se k = 0.

e) impossivel, se k = 3.

5. (INEDITA) Quanto aos sistemas lineares, julgue o item a seguir.

x+2y+2z=180
Osistema § ={2x — 2y — 3z = —100 é possivel e indeterminado.
x—4y—4z =150

2x +ky=-2

6.(INEDITA) A soma dos valores de k para que o sistema linear { kx + 2y = 2

admita infinitas solugdes
é:

a) —4

b) —2

c)0

d) 2

e) 4

10x + ay = —15

7. (INEDITA) Para que o sistema linear { 20x—30y=b

e o b
apresente infinitas solugdes, o valor de . deve

ser igual a:
a)—2

b) -1

c)1

d) 2

e)3
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8. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear S, em que a e b sio constantes:

x+y+z=2
S={x+2y+2z=1
2x+y+az=»>b

Para que S seja um sistema impossivel, é necessario e suficiente que:

aJa=1
b)b#5
cJa=1leb=5
da+1eb=5
ela=1eb+5

9. (INEDITA) Considere o seguinte sistema linear:

3x—-y+z+2w=3

2x+y+z+3w=2
x—2y—-w=1

x+2y+z+3w=3

Sobre esse sistema linear, é correto afirmar que conjunto de solugdes é vazio.
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GABARITO — INEDITAS

Discussao de um sistema linear

1. LETRAA 4. LETRAC 7. LETRAD
2. ERRADO 5. ERRADO 8. LETRAE
3.LETRAB 6. LETRA B 9. ERRADO
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