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INTRODUCAO

A média é um nimero que, de algum modo, resume as caracteristicas de um grupo. Nosso contato
com a média surge ainda na escola, quando os professores calculam a média das nossas avaliagoes.
Suponha que um aluno tenha obtido as seguintes notas em determinada disciplina: 4; 10; 8; 10; 7; 9.
Com base nesses dados, podemos concluir que a média aritmética desse aluno nessa disciplina sera 8.
Assim, a média é capaz de representar o conjunto dos valores observados.

A média esta presente em nosso cotidiano. Com certa frequéncia, as noticias abordam conceitos que
estdo relacionados com a média: expectativa de vida dos brasileiros; idade média de uma populacgao;
renda domiciliar per capita brasileira; consumo médio de combustivel; tempo médio de deslocamento
em um trajeto.

Vamos analisar o primeiro exemplo. Quando o noticiario diz que expectativa de vida no Japao teve um
aumento recorde na ultima década, chegando a 84,2 anos. O que vocé entende diante dessa informacao?
Essa informacao reflete a qualidade de vida da populagao japonesa. Ela nos mostra que a populagao
japonesa estd envelhecendo de forma saudavel e que o sistema de saude esta sendo eficaz.

Se o noticiario também disser que a expectativa de vida em Angola gira em torno de 60 anos, vocé sera
capaz comparar essas duas populagdes, certo? A resposta é sim. Quando comparados, os nimeros
mostram que a qualidade de vida em Angola ndo é tdo boa quanto a do Japao. Também nos dizem que
os angolanos tendem a viver, em média, 24 anos a menos que 0s japoneses.

Ao longo dessa aula, aprenderemos a calcular a média em diversas situacoes. Vamos ver que, a depender
de como os dados nos forem apresentados, o calculo sera feito de uma forma diferente. Além disso,
conheceremos algumas propriedades da média que facilitam a resolucdo de questoes.
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MEDIDAS DE POSICAO

Muitas vezes, queremos resumir um conjunto de dados apresentando um ou alguns valores que sejam
representativos de uma série toda. As medidas de posicdao sdao estatisticas que caracterizam o
comportamento dos elementos de uma série de dados, orientando quanto a posi¢cio da
distribuicio em relagao ao eixo horizontal do grafico da curva de frequéncia.

Em outras palavras, podemos dizer que as medidas de posi¢do indicam a tendéncia de concentracdo dos
elementos de uma série, apontando o valor que melhor representa o conjunto de dados. Por exemplo,
podemos ter uma medida para representar a posicao de maior frequéncia de uma distribuicao:

Frequéncia

Medida de Posicdo Varidvel
As medidas de posi¢do podem ser divididas em:

a) medidas de tendéncia central: representam o ponto central ou o valor tipico de um conjunto
de dados, indicando onde esta localizada a maioria dos valores de uma distribuicao. As medidas mais
utilizadas sdo:

emédia aritmética: é a medida de posicao mais utilizada, sendo o valor resultante da divisao
entre a soma de todos os valores de uma série de observacoes e o nimero de observacgoes;
emediana: valor que ocupa a posicio central de uma série de observacdes, quando
organizadas em ordem crescente ou decrescente; e

emoda: valor mais frequente em uma série de observacodes, ou seja, 0 que aparece o maior
numero de vezes dentro de um conjunto de valores observados.

Apenas a titulo de exemplo, vejamos como as medidas de tendéncia central se posicionam em relagdo a
uma distribuicdo de frequéncias. Notem que essas medidas tendem a ocupar as posicoes centrais da
distribuicao, por isso sdo denominadas de medidas de tendéncia central.

Frequéncia

Moda Mediana  Meédia Variavel
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b) medidas separatrizes: dividem (ou separam) uma série em duas ou mais partes, cada uma
contendo a mesma quantidade de elementos. As medidas mais utilizadas sao:

¢ mediana: divide uma série em duas partes iguais. Reparem que, além de ser uma medida
separatriz, a mediana também é uma medida de tendéncia central;

e quartis: dividem uma série em quatro partes iguais;

e decis: dividem uma série em dez partes iguais; e

e percentis: dividem uma série em cem partes iguais.

A seguir, podemos ver como os quartis se relacionam com uma determinada distribuicdo de frequéncias.
Reparem que os quartis dividem a distribuicdo em quatro partes com iguais quantidades de elementos.

Frequéncia

19 Quartil 22 Quartil 32 Quartil Varidvel

oe

":fgx‘lIESIIMIHIIII

&

Média Aritmética

Medidas de Média Geométrica

Tendéncia Média Harmonica

Central Mediana

Medidas de
Posicao
Mediana

Medidas Quartis
Separatrizes

Percentis
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NOTACAO DE SOMATORIO

Com frequéncia, as formulas matematicas exigem a adicao de muitas variaveis, como € o caso da média
aritmética. O somatorio ou notacao sigma é uma forma simples e conveniente de abreviagio, usada
para fornecer uma expressdo concisa para a soma dos valores de uma variavel. Por exemplo, se

quisermos representar a soma de um nimero de termos tais como
1+2+3+4+5
ou
12 + 2%+ 32+ 42 4+ 52
em que ha um padrao evidente para os numeros envolvidos.

De modo geral, se tomarmos uma sequéncia de nimeros x;, X, X3, ***, X, , entdo podemos escrever a
soma desses ndmeros como x; + x, + x3 + -+ + x,,. Nesse conjunto, x; representa o primeiro termo; x,
representa o segundo; x3, o terceiro; e x; 0 i-ésimo termo da soma.

Essa soma pode ser representada de uma forma mais simples e concisa, deixando que x; represente o
termo geral da sequéncia. Para isso, empregamos a seguinte notagao:

Xi

n
i=1

Entdo, em vez de usarmos varios elementos para determinarmos o somatério, utilizamos apenas o
simbolo do somatorio:

X1 +X2 +X3++Xn

Essa notacao envolve um simbolo de somatorio, X, que é a letra grega maidscula Sigma (S). Basicamente,
esse simbolo esta nos instruindo a somar determinados elementos de uma sequéncia. Os elementos
tipicos da sequéncia que esta sendo somada aparecem a direita do simbolo de somatdrio:
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Observe que essa notagdo também requer a definicio de um indice, que fica localizado abaixo do
simbolo de somatorio. Esse indice é frequentemente representado por i, embora também seja
comum encontrarmos questdes adotando j ou n.

Esse indice normalmente aparece como uma expressao, por exemplo, i = a, em que o indice assume
um valor inicial atribuido no lado direito da equacao, conhecido como limite inferior (a). Se
considerarmos que i = 1, estamos dizendo que o primeiro elemento da sequéncia a ser considerado é o
de indice igual a 1, isto é, o primeiro elemento da sequéncia. A condicdo de parada ou limite superior
do somatorio é o valor localizado acima do simbolo, no caso (b). A condi¢do de parada indica o ultimo
elemento da sequéncia a ser considerado no somatério.

b
i=a

Entdo, se tivermos uma sequéncia de 10 valores, devemos interpretar a notacao a seguir como a soma
dos valores da sequéncia x;, com i variando de 1 a 10:

10

i=

=

Vejamos alguns exemplos tipicos de operagdes envolvendo somatoérios. Para isso, tomaremos como
exemplo a sequéncia {x;} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}:

Representa a soma dos valores de x, comecando em x; e terminando em
X

n n
z in=x1+x2+x3+---+xn
Xi
i=1
i=1
n
in=1+2+3+---+10=55
i=1
Representa a soma dos valores de x, comecando em x; e terminando em
xlo-

10

in=x1+x2+x3 + x4 + x5+ Xg + X7 + Xg + X9 + Xq9
i=1

=
o

n

le-=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55

i=1
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Representa a soma dos valores de x, come¢ando em x; e terminando em

xlo.
10 10
in=x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9+x10
Xi i=3
=3
10
in=3+4+5+6+7+8+9+10=55
i=3

Os limites do somatério sao frequentemente entendidos como sendo i =
1 e n. Assim, a notagdo abaixo e acima do simbolo de somatério pode ser
omitida. Portanto, essa expressao representa a soma dos valores de x,
comeg¢ando em x; e terminando em x,,.

2?6 Zx=x1+x2+x3+---+xn

Zx=1+2+3+---+10=55

Representa a soma dos quadrados dos valores de x, come¢ando em x; e
terminando em Xx,,.

n
in2=xf+x§+x§+--~+x,2l

in2=12+22+32+--~+102=385

i=1

Representa a soma dos termos da sequéncia {2n + 1}, com k comegando
em 1 e terminando em 4.

4 4
Z(Zxk+ 0 ) R, +1D=0Q2x1+D+Q2x2+D+Q2x3+1D+@2x4+1)
=1
k=1
4
Z(Zxk+1)=3+5+7+9=24
k=1
> X; Representa a soma dos termos da sequéncia { ﬁl}, com i come¢ando em
— Xi
= (xi + 1) 3 e terminando em 5.
1=
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5
(xi )_ 3 4 4 N 5
Co\x; +1 341 441 5+1
=
25:( x; )_3+4+5_45+48+50_143
La\x; + 1 4 5 6 60 ~ 60
=

Agora que ja entendemos o funcionamento basico dessa notagdo, precisamos analisar outras operagdes
aritméticas que também podem ser realizadas com as variaveis dentro de um somatorio. Para tanto,
vamos tomar como base as sequéncias {x;} =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e {y;}=
{3,6,9,12,15,18, 21, 24,27,30}.

Por exemplo, na SOMA DOS PRODUTOS, multiplicamos x; por y;; x, por y,; e assim por diante, até x,,
por y,. Em seguida, somamos os resultados de cada multiplicagdo. ASOMA DOS PRODUTOS da variavel
x pela variavel y, com i variando de 1 a 10, pode ser representada por meio da seguinte expressao:

n

zxix}’i=x1XY1+x2 XYz +X3XYyz3+-+X, XY,
i=1
10

Zx,-xyiz1><3+2><6+3><9+-~~+10><30=1155
i=1

Observe que essa expressdo € diferente de )7 ; x; X X', ¥;, que representa o PRODUTO DAS SOMAS
dessas duas variaveis. No PRODUTO DAS SOMAS, primeiro somamos toda a sequéncia x, depois toda
a sequéncia y e, em seguida, multiplicamos o resultado das somas:

10 10
innyiz(1+2+3+---+10)><(3+6+9+---+30)
i=1 i=1

10 10

inXZyiz 55 x 165 = 9075

i=1 i=1

Dessa forma, temos que a SOMA DOS PRODUTOS é diferente do PRODUTO DAS SOMAS:
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10 10 10
zxix}’i¢ xixzyi
i=1 i=1 i=1

Xy XY+ X XY, +x3Xy3+ -+ x, XY, F Xy +x2+x3++x,) X (Y1 +y2+y3+-+Y)
1X3+2X6+3x9+-+10x30%(1+2+3++10)x 3+6+9++30)

1155 # 9075

Também podemos utilizar a notagido para representar o QUADRADO DA SOMA dos valores de x, com i

iniciando em 1 e terminando em 10. No QUADRADO DA SOMA, somamos toda a sequéncia e elevamos
o resultado ao quadrado:

n
< xi> = (x1 + x5 + X3+ - + x,)?
=

4

n 2
(in> =1+2+3+-+10)>

i=1
<i

Veja que essa expressio é diferente de Yl , x?, que representa a SOMA DOS QUADRADOS. Na SOMA

DOS QUADRADOS, cada elemento da sequéncia é elevado ao quadrado e depois os resultados sao
somados:

2
x,-) = (55)% = 3025

NgE

1l
[y

n

Zx% =12+22+3%2+.-+10% =385
i=1

Logo, podemos afirmar que o QUADRADO DA SOMA é diferente da SOMA DOS QUADRADOS:

(zn: xi>2 # Zn: x?

i=1 i=1

Xy +xy+x3++x )2 #xf+x5+x5+ - +a2
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Por fim, ainda podemos representar o somatorio de uma constante k. Digamos que essa constante tenha
valor igual a 3:

n
2k=k+k+---+k=k><n

=1

n
23=3+3+---+3=3xn

i=1

Propriedades do Somatdrio

As propriedades apresentadas nesta sec¢do facilitam o desenvolvimento de expressoes algébricas com a

()

notacdo de somatorio.

TOME

NOTA!

12, Propriedade: O somatorio de uma constante k é igual ao produto do nimero de termos pela
constante.

n
Zk=k+k+---+k=k><n
i=1

Para demonstrar essa propriedade, consideraremos que cada constante esta multiplicada pelo valor
um, isto é:

k=kx1+kx1+---+kx1

n
i=1

Agora, colocaremos os novos valores em evidéncia:

n
Zk:kx<1+1+---+1>=k><n
i=1

n termos
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EXEMPLIFICANDO

Considere uma lista composta por noventa e nove elementos repetidos e iguais a 9:

{9, 9,9,9,9, ---,9}.

99 termos repetidos

O somatorio dos elementos dessa lista sera:

99
Z9=9+9+9+9+9+---+9=9><<1+1+1+1+1+---+1>=9><99=891

i=1 99 termos repetidos

99 termos

()

TOME

NOTA!

22, Propriedade: O somatério do produto de uma constante por uma variavel é igual ao
produto da constante pelo somatorio da variavel.

n n
kax,-=k><x1+k><x2+---+k><xn=k><le-
i=1

i=1 i

Para demonstrarmos essa propriedade, colocaremos em evidéncia cada constante k:

n
ZkXxl-=k><x1+k><x2+---+k><xn=k><(x1+x2+---+xn)
i=1

Ja sabemos que )7L, x; = x; + x, + -+ + x,,. Logo:

n

n
ZkXxl-=k><in
i=1

i=1

Portanto, a constante pode sair de dentro do somatdrio, passando a multiplica-lo.
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EXEMPLIFICANDO

Cinco funcionarios de um escritério de contabilidade recebem os seguintes salarios:
R$1.000,R$ 1.250,R$ 1.500,R$ 1.750 e R$ 2.000. O patrdo prop&e dobrar seus saldrios quando
o faturamento do escritério aumentar em 50%. Quando a meta for alcancada, quanto o patrao
passara a desembolsar por essa equipe?

Os saldrios atuais podem ser representados pela sequéncia:
{x,} = {1.000, 1.250,1.500, 1.750, 2.000}

A soma dos termos dessa sequéncia é dada por:

5
in = 1.000 + 1.250 + 1.500 + 1.750 + 2.000 = 7.500

i=1
Agora, vamos multiplicar cada um dos termos por 2, tendo em vista que os saldrios serdo dobrados.

{2 x x,,} = {2.000, 2.500, 3.000, 3.500, 4.000}

A soma dos termos da nova sequéncia sera:

5
Z 2 X x; = 2.000 + 2.500 + 3.000 + 3.500 + 4.000 = 15.000

=1
Como base na propriedade ora analisada, também poderiamos simplesmente ter feito:

5 5

2><xl-=2><2xi=2><7.500=15.000

1 i=1

l
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TOME

NOTA!

32, Propriedade: O somatdrio de uma soma ou subtracio é igual a soma ou a subtracio dos
somatorios dessas variaveis.

Podemos demonstrar essa propriedade da seguinte forma:

Z(xi Ty) =@ ty)+ G ty) + -+ (xn L)

i=1

Z(xi ty)=(Ca+x++x) Q1 +y2++ )

i=1
n n
Z(xl-l_yl =Z Zyl
i=1 i=1

o)

EXEMPLIFICANDO

Cinco funciondrios de uma fabrica de bolas de futebol recebem os seguintes salarios:
R$ 1.500,R$ 2.000,R$ 2.500, R$ 3.000 e R$ 3.500. O patrdo propde um bénus de RS 1.000, para
cada funcionario, nos meses em que houver um aumento de produgao acima de 10%. Nos meses
em que a meta for alcangada, quanto o patrdao pagara a essa equipe?

Os salarios atuais podem ser representados pela seguinte sequéncia:
{x,} = {1.500, 2.000, 2.500, 3.000, 3.500}
O bbnus de cada funcionario pode ser representado pela sequéncia:

{y..} = {1.000, 1.000, 1.000, 1.000, 1.000}

Banco do Brasil (Escrituréario - Agente de Tecnologia) Probabilidade e Estatistica - 2023 (P6s-Edital) 14

, www.estrategiaconcursos.com.br 106




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 01

Assim, a sequéncia {x,, + y,,} é dada por:
{x, + y,} = {2.500, 3.000, 3.500, 4.000, 4.500}

Dessa forma, temos que:

5
in = 1.500 + 2.000 + 2.500 + 3.000 + 3.500 = 12.500

i=1

5
Zyi = 1.000 + 1.000 + 1.000 + 1.000 + 1.000 = 5.000

i=1

x;+ Y y; =12.500 + 5.000 = 17.500

5 5
i=1 i=1

Além disso, sabemos que Y;;_; (x; + ¥;) representa o somatério dos termos da sequéncia {x,, + V,,}.
Logo,

5
Z(xi +y;) = 2.500 + 3.000 + 3.500 + 4.000 + 4.500 = 17.500

=1

Portanto, em conformidade com a propriedade ora em analise, temos que:

5 5 5
Z(xi +y) = in +ZYL‘
i=1 1 i=1

i=
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MEDIA ARITMETICA SIMPLES

A média aritmética simples estd muito presente em nosso cotidiano, seja no consumo médio de
combustivel, na temperatura média ou na renda per capita. Essa medida é definida como o
QUOCIENTE entre a SOMA DE TODOS OS ELEMENTOS e o NUMERO DELES. A propriedade
principal da média é preservar a soma dos elementos de um conjunto de dados.

Podemos adotar o seguinte raciocinio para encontrarmos a férmula da média aritmética. Dada uma lista
de n nimeros, {x, x5, **, X, }, a soma de seus termos é igual a:

X1+ Xg e+ Xy

n fatores

A média aritmética dessa lista € um niimero x, tal que, se todos os elementos forem substituidos por ¥,
a soma da lista permanecera preservada. Assim, substituindo todos os elementos por X, teremos uma
nova lista, {X, X, ---, X}, cuja soma é:

X+X+-+X=nxX
—_—
n fatores

Como as somas das duas listas sdo iguais, temos:

NXX=x1+x,++x,

Portanto, a média aritmética é:

x1+x2+"'+xn

=l
I

Reparem que no numerador somamos todos os elementos, ao passo que no denominador temos a
quantidade de elementos somados (n).
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()

EXEMPLIFICANDO

Calcule a média aritmética dos numeros 8, 16, 26 e 30.

Para responder a essa questdao, somaremos 0s quatro numeros e, em seguida, dividiremos o
resultado por quatro:

_8+16+26+30 80
x= 4 4

Portanto, 20 é o valor da média aritmética dos numeros 8, 16, 26 e 30.

Repare que a soma dos numeros da lista é 8 + 16 + 26 + 30 = 80. Se os quatro niumeros forem
substituidos por 20, a soma também sera 20 + 20 + 20 + 20 = 80. Por isso, dizemos que a média
aritmética preserva a soma dos numeros.

&%

FIQUE

ATENTO!

Sempre que a questdo nao especificar qual o tipo de média, faremos o calculo da média aritmética.

204
'4 RESUMINDO

Sobre a média aritmética, podemos afirmar que:
| — ela preserva a soma dos elementos da lista de numeros;

Il — ela é obtida pelo quociente entre a soma de todos os elementos de um conjunto e quantidade

X x1+x2+~~~+xn)
- .

de elementos nele existentes (3? =
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% ’DESPENCANA
@ PROVA!

‘e

A soma total de um conjunto de dados é dada pela multiplicacdo entre a média do conjunto e a
quantidade de termos. Isso decorre da prépria definicao de média aritmética:

_ soma B
X = = soma =n XX
n

Trata-se da mesma formula apresentada anteriormente, tendo apenas o termo “n” passado para o
outro lado da igualdade, multiplicando a média.

HORA DE

PRATICAR!

: (VUNESP/FIT0/2020) O grafico apresenta as notas de um aluno, nas disciplinas de matematica !
: e quimica, nos trés quadrimestres de 2019. H

6,0

5.0
4.5
35 4.0 40

12 Quad, 28 Quad, 32 Quad,

W Matematica O Quimica

A média das notas de matematica desse aluno corresponde, da média das notas de quimica, a
2) 120%
 b) 125%
) 130%
- d) 135%
 e) 140%

: Comentarios:
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: Amédia aritmética é definida pelo quociente entre a soma dos valores de um determinado conjunto e a
: quantidade de valores nele existentes. Pelos valores dados no enunciado, a média das notas de
: matematica é:

) 546+ 4 :

Xmat =~

15 :

xmat - 3 ;

Ja a média das notas de quimica é:
_ 45+35+4

Xquim = - 3

_ 12

Xquim = 3

Jzqul’m =4 :

: Com isso, em termos percentuais, a média das notas de matematica desse aluno corresponde, da medla
: das notas de quimica, a:

5
: I = 1,25 =125%
Gabarito: B.

(CESPE/UNCISAL/2019) A crise mundial tem contribuido para o aumento da entrada de
: estrangeiros no Brasil. A maior parte vem de paises vizinhos, a exemplo do Paraguai. A tabela a :
: seguir apresenta, de acordo com dados do Ministério da Justica, a quantidade de paraguaios que :
vieram para o Brasil nos anos de 2009, 2011 e 2012. :

2009 11000
2010 ?

2011 19000
2012 27300

Disponivel em: http://reporterbrasil.org.br. Acesso em: 9 nov. 2018 (adaptado]

Se a média anual de imigrantes paraguaios para o Brasil, no periodo de 2009 a 2012, foi de 17
: 600, entdo, quantos paraguaios imigraram para o Brasil em 20107?

: 2) 13100
 b) 14 325
) 15000
)15 840
)17 600
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: Comentarios:

A questao informa que a média anual de imigrantes paraguaios no Brasil, no periodo de 2009 a 2012,
: foide 17.600. Como sabemos, a média é dada pela soma dos dados dividida pelo nimero de observagoes. :
: Entdo, se considerarmos que o numero de imigrantes em 2010 foi x, teremos: :

11000 + x + 19000 + 27300
4
57300 + x
4
4 x 17600 = 57300 + x

70400 = 57300 + x
x = 70400 — 57300
x =13.100

X =

17600 =

Gabarito: A.

(CESPE/PM AL/2018) Acerca de analise de dados, julgue o préoximo item.

: O grafico a seguir mostra a distribui¢do de frequéncia de delitos ocorridos em determinado :
: bairro nos seis primeiros meses de 2018. H

-

30 4--—--—- m——mmmm e

.l I
i f

244-—-1- -

21 4= - = m

184 . ____W

T
jan. fev. mar. abr. maio jun. meses

frequéncia
(quantidade de delitos)

: Nesse caso, a média dos delitos ocorridos no semestre considerado foi superior a média dos delitos :
: ocorridos no segundo trimestre. :

: Comentarios:
: Precisamos calcular duas médias: do segundo trimestre e do semestre inteiro.

: Conforme o grafico, para o segundo trimestre, temos:

abril = 30 delitos
maio = 24 delitos
junho = 18 delitos

A média é dada pela soma de todos os valores dividida pelo nimero de meses. Logo:

30+ 24+ 18

X = 3
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: Para o semestre, temos:

janeiro = 27 delitos
fevereiro = 30 delitos
margo = 21 delitos
segundo trimestre = 72 delitos

Logo:
5 27 +30+ 21+ 72
0
6
150
. 6
Entdo, podemos concluir que o nimero de delitos no semestre foi maior que no segundo trimestre.

X =

x = 25

Propriedades da Média Aritmética

Nessa secao, vamos estudar algumas propriedades importantes sobre a média aritmética.

(o)

TOME

NOTA!

12 Propriedade: Dado um conjunto com n > 1 elementos, a média aritmética sempre existira
e sera unica.

Desde que o conjunto tenha pelo menos um elemento, podemos afirmar que a média aritmética sempre
existe, pois sempre conseguiremos calcular o quociente entre a soma dos elementos e o nimero deles.
Além disso, como o somatorio dos elementos resulta em um Unico nimero, o valor da média também
sempre sera unico.
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(o)

TOME

NOTA!

22 Propriedade: A média aritmética X de um conjunto de dados satisfaz a expressio m < x <
M, em que m e M sao, respectivamente, os elementos que representam o valor minimo e o
valor maximo desse conjunto.

minimo < x < Maximo

Essa propriedade diz respeito ao fato de a média aritmética sempre se encontrar entre os numeros
minimo e maximo de um conjunto.

o)

EXEMPLIFICANDO

Para exemplificar essa propriedade, vamos tomar como base a sequéncia {x,} = {1, 2, 3,4, 5}, com
média x = 3.

Reparem que o valor minimo desse conjunto é 1 e o maximo é 5. Portanto, a média encontrada
satisfaz a 22 propriedade:

1<x<5
Se a sequéncia fosse {y,,} = {1,2,3,4,5, 6,7, 8,9}, teriamos como média:

1+2+3+4+5+6+7+8+9_45_5
9 T 9

}_] =
Assim, o valor minimo seria 1 e o maximo 9. Novamente a propriedade continuaria valida, pois:
1<x<9

Essa propriedade sempre serd valida, seja qual for a sequéncia escolhida.
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Alguns alunos costumam me pedir para demonstrar as propriedades apresentadas na aula, pois
sentem mais facilidade de assimilar o conteudo dessa maneira. Entendo, porém, que essa
informagdo nao é relevante para a maioria. Por isso, sempre que a demonstragdo for um pouco mais
complexa, colocarei a dedugcdo em uma sec¢ao “indo mais fundo!”. Vamos I3!

Se m e M s3o os valores minimo e maximo de um conjunto, entao, necessariamente, todos os
elementos desse conjunto serdo maiores ou iguais a m e menores ou iguaisa M, ou seja, m < x; <
M,parai=1,2,3,:-,n. Assim, podemos fazer:

m<x <M

m<x, <M

Somando as n inequacgdes, obtemos:
nXm<x; +x,++x,<nxXM
Agora, dividindo tudo por n, temos:

Xp+x,+ 0+ X
e "< M
n

Portanto, concluimos que a média esta sempre entre os valores minimo e maximo de um conjunto:

m<x<M
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(o)

TOME

NOTA!

32 Propriedade: Somando-se (ou subtraindo-se) uma constante c de todos os valores de uma
variavel, a média do conjunto fica aumentada (ou diminuida) dessa constante.

y=xXx+c ou y=x-—¢

&

EXEMPLIFICANDO

Para exemplificar essa propriedade, vamos tomar como base a sequéncia {x,} = {1, 2, 3,4, 5}, com

média x = 3.

Se adicionarmos uma constante 5 a cada um de seus numeros, vamos obter uma nova lista
{x, + 5} =1{6,7,8,9,10}, cuja média é:

6+7+8+9+10 40

x+5

Veja que, como acrescentamos 5 a cada um dos numeros da lista, a média também aumentou 5

unidades, de 3 foi para 8.

Vejamos como demonstrar a propriedade para a adicdo de uma constante. Esse mesmo raciocinio
pode ser seguido para a subtragao de uma constante.

Seja {x,,} uma sequéncia de nimeros:
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{xn} = {xll x2! Tty xn}l

e X a média aritmética dos termos dessa sequéncia:

x1+x2+"'+xn
n

X =

Seja {y,,} uma sequéncia de nimeros formada pela adi¢do de uma constante ¢ a cada um dos termos
de {x,}:

t={x,+c}={x;+c,x,+¢,,x, +c},

e ¥ a média aritmética dos termos dessa nova sequéncia:

(x;+c)+ @, +c)+ -+ (x, +¢)

Y= n
ntermos
_ g+ttt x)+(ctc++0)
Y n
_ g+ x+t+x)+nXxXc
. y= "
_ (g +x++x,) nxc
y= +

n n

_(x1+x2+"'+xn)+
n

c

<

Portanto, ao adicionarmos uma constante ¢ aos elementos de um conjunto, a média do novo

conjunto foi aumentada em c:

<
Il
x|
+
Q
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TOME

NOTA!

42 Propriedade: Multiplicando-se (ou dividindo-se) uma constante c de todos os valores de
uma variavel, a média do conjunto fica multiplicada (ou dividida) por esta constante.

y=XXC ou y=X-=¢C

&

EXEMPLIFICANDO

Para exemplificar essa propriedade, vamos tomar como base a sequéncia {x,} = {1, 2, 3,4, 5}, com

média x = 3.

Se multiplicarmos cada um de seus elementos por uma constante 5, vamos obter uma nova lista
{x, x5} = {5,10, 15, 20, 25}, cuja média é:

54+4104+154+20+25 75
xX5= =—=15

5 5
Veja que, como multiplicamos cada um dos niumeros da lista por 5, a média também foi multiplicada

por 5, aumentando de 3 para 15.

Vejamos como demonstrar a propriedade para a multiplicagdo por uma constante. Esse mesmo
raciocinio pode ser seguido para a divisdao por uma constante.

Seja {x, } uma sequéncia de niumeros:
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{xn} = {xll x2! Tty xn}l

e X a média aritmética dos termos dessa sequéncia:

X1+X2+"'+xn

X =
n

Seja {y,,} uma sequéncia de niumeros formada pela multiplicagdo de cada um dos termos de {x,,}
por uma constante c:

v} ={x, Xxc} ={x; Xc,x, X, ,x, X},
e ¥ a média aritmética dos termos dessa nova sequéncia:

(x; xc)+ (xy, xc)+ -+ (x, XC)
n

37:

(X1 + x5+ 4+ x,) XcC
n

}_}z

<x1 +Xx; + ---+xn) y
c
n

<

Portanto, ao multiplicarmos os elementos de um conjunto por uma constante ¢, a média do novo
conjunto também foi multiplicada por c:

Banco do Brasil (Escrituréario - Agente de Tecnologia) Probabilidade e Estatistica - 2023 (P6s-Edital) 27

, www.estrategiaconcursos.com.br 106




Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 01

TOME

NOTA!

52 Propriedade: A soma algébrica dos desvios em relacio a média é nula.

n

Z(x,-—f)=0

i=1

EXEMPLIFICANDO

Para exemplificar essa propriedade, vamos tomar como base a sequéncia {x,} = {1,2,3,4,5,6,7},
com média x = 4.

O desvio em relacao a média é a diferenca entre cada elemento da sequéncia e a média aritmética.
Como a sequéncia possui 7 elementos, teremos o mesmo numero de desvios para calcular. Logo,
basta encontrarmos a diferenca entre cada elemento e a média:

dy=x, —%=1—4=-3
dy=x,—F=2—4=-2
dy=x;—F=3—4=-1
dy=x,—x=4—-4=0
de=xs—F=5-4=1
de =% —X=6—4=2
d;=x,—x=7—4=3
Agora, somaremos todos esses desvios:
7
Zdi=d1+d2+d3+d4+d5+d6+d7
i=1

Zdi:(—3)+(—2)+(—1)+0+1+2+3

i=1

di=0

7
i=1

Banco do Brasil (Escrituréario - Agente de Tecnologia) Probabilidade e Estatistica - 2023 (P6s-Edital) 28

, www.estrategiaconcursos.com.br 106



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 01

Portanto, ndao importa qual a sequéncia de nimeros, a soma dos desvios em relacao a média é
sempre igual a zero.

Vejamos como demonstrar essa propriedade.
Seja {x, } uma sequéncia de niumeros:

{xn} = {xlr X2, xn}r
e X a média aritmética dos termos dessa sequéncia:

_ X1+X2+"'+xn _
X = >xX+x,+ o +x,=xXn
n

A soma dos desvios em relacao a média é dada por:

A média é um valor constante para essa sequéncia de numeros, portanto, podemos tira-la do
somatorio:

n n

Z(xi —-X) =

i=1 i=1

i(xi —X) =

n
Z(xi—f)=(x1+x2+---+xn)—f><n
i=1

xi_fx 1

n
i=1

Xi—XXn

g

i=1

n
Z(xi—f)=f><n—f><n
i=1

Zn:(xi -x)=0
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(o)

TOME

NOTA!

62 Propriedade: A soma dos quadrados dos desvios da sequéncia de nimeros {x;}, em relagao
a um numero a, ¢ minima se a for a média aritmética dos niumeros.
n n

Y-z ) -

i=1 i=1

Essa propriedade afirma que, caso os desvios sejam calculados com relagdo a um ntimero diferente da
média, e os resultados de tais desvios sejam elevados ao quadrado e somados, teremos um nimero
necessariamente maior do que obteriamos caso a mesma operacdo fosse realizada utilizando-se a
média.

&

EXEMPLIFICANDO

Para exemplificar essa propriedade, vamos tomar como exemplo a sequéncia {x,}=
{1,2,3,4,5,6,7}, com média X = 4. J& calculamos os desvios desses nimeros em relacdo a média,
vamos relembrar:

di=x,—x=1-4=-3
dy=x,—x=2—-4=-2
dy=x3—x=3—-4=-1
dy=x4,—%Xx=4—-4=0
de=x5—x=5—-4=1
de =%xg—X=6—4=

d7:x7_f:7_4:3

Na propriedade anterior, vimos que a soma dos desvios é sempre igual a zero. Agora, calcularemos
a soma dos quadrados desses desvios. Em outras palavras, vamos elevar cada um deles ao quadrado
e somar todos os resultados:

7
Zd§=d§+d§+d§+dz+d§+d2+d§

i=1
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7
z df = (=3)2 + (=2)? + (=1)? + 0% + 12 + 22 + 32

i=1

7
Zd§=9+4+1+0+1+4+9
i=1

d? = 28

r

i=1

A propriedade nos garante que, para essa sequéncia numeérica, o valor 28 é o menor valor possivel.
Isto é, se encontrarmos os desvios em relacdo a outro niumero (diferente da média) e, em seguida,
calcularmos a soma dos quadrados dos desvios, o valor obtido sera maior que 28.

Vamos ver o que acontece ao calcularmos o desvio em relagcdo ao niumero 6:
di=x—xXx=1—-6=-5
dy=x,—xXx=2—-6=—4
d;=x3—xXx=3—6=-3
dy=x,—xX=4—-6=-2
ds=x5—x=5—-6=-1
de =x—X=6—-6=0
d/=x,—x=7—-6=1

Agora, calcularemos a soma dos quadrados desses numeros:

Z d? = (=5)% + (—=4)% + (=3)2 + (=2)2 + (=1)2 + 02 + 17

i=1

7
Zd§=25+16+9+4+1+0+1:56
i=1

Como esperdvamos, o resultado foi maior do que 28.
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Vejamos como demonstrar essa propriedade.

Seja {x,,} uma sequéncia de nimeros:

{xn} = {x1: X2, xn}r

e X a média aritmética dos termos dessa sequéncia:

_ X1+X2+"'+xn _
X = >xX+x,+ - +x,=xXn
n

A soma dos quadrados dos desvios em relagdo a um numero a é dada por:

n

Z(xi —a)’ = Zn:[(xi - %)+ & - a)]?

i=1

Zn:(xi —a)? = Zn:(xi - %)%+ Zn:[z X (x; —x) X (x—a)] + Zn:(f — a)?

O valor de (X — @) é uma constante, portanto, podemos simplificar essa expressdo:

zn:(xi—a)z=zn:(xi—f)2+2x(f—a)xzn:(xi—f)+(f—a)zzn:1

Pela propriedade anterior, sabemos que o somatério dos desvios em relacdo a média é zero, logo:

zn:(xi—a)z=zn:(xi—f)2+2x(f—a)x0+(f—a)zzn:1

Z(xi —a)? = Z(xl- —0)*+nx(x—a)?

i=1 i=1
Para que o valor da soma seja minimo, é necessario que (X — a)? = 0. Para qualquer valor diferente
disso, teremos um valor maior que o minimo. Logo, para que a soma dos quadrados tenha valor
minimo, obrigatoriamente, teremos a = X.
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MEDIA PONDERADA

Muitas vezes, certos elementos de um conjunto de dados possuem relevancia maior que os demais.
Nessa situagdo, para calcular a média de tais conjuntos, devemos encontrar uma média ponderada. Uma
média ponderada é a média de um conjunto de dados cujos valores possuem pesos variados.

PORTUGUES MATEMATICA

Ela é calculada pela igualdade a seguir, em que p € o peso de cada valor de x:

ie1(x; X py)
i=1Di

X =

Observe que no numerador cada valor sera multiplicado pelo seu respectivo peso, enquanto no
denominador teremos a soma de todos os pesos.

Suponha que um candidato tenha prestado um concurso publico para o cargo de Auditor Fiscal,
alcangando as seguintes notas:

Lingua Portuguesa 4,0
Direito 40
Administrativo ’
Direito 40
Constitucional ’
Direito Tributario 7,0
Legislacao Tributaria 7,0
Contabilidade 8,0
Auditoria 8,0
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Considere, também, que o edital desse concurso previa que algumas disciplinas teriam importancia
maior do que outras, por isso foram atribuidos pesos diferentes as varias disciplinas. Digamos que os
pesos tenham sido distribuidos da seguinte forma:

reso )

Lingua Portuguesa 1

Direito
Administrativo

Direito
Constitucional

Direito Tributario
Legislacao Tributaria

Contabilidade

w W w w

Auditoria

Agora, admita que o candidato deveria alcangar uma nota 7,0 ou superior na prova objetiva para que
fosse convocado para a etapa discursiva. Se vocé fosse um dos avaliadores desse concurso, vocé
consideraria o candidato aprovado na prova objetiva?

Para responder a esse questionamento, devemos calcular a média aritmética ponderada desse
candidato, levando em considerac¢do os pesos de cada disciplina. Dessa forma, devemos multiplicar cada
nota pelo seu respectivo peso, somar esses produtos e dividir pela soma dos pesos.

Lingua Portuguesa 40x1=4,0
Direito
Administrativo b 2 B2 Sl
Direito
Constitucional sl 2 Al =80
Direito Tributario 6,0 3 6,0x3=18,0
Legislacao Tributaria 6,0 3 6,0x3=18,0
Contabilidade 7,0 3 7,0x3=21,0
Auditoria 7,0 3 7,0x3=21,0

Nesse ponto, temos uma lista contendo todos os produtos de notas e pesos. Entdo, a média aritmética
ponderada é dada por:
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X1 XPL+x3 Xpy+ -+ x5 Xpp
p1t P2+t py

X =

40+80+80+180+18,0+21,0+21,0 98
1+2+2+3+3+3+3 T 15

= 6,53

X

Veja que, com essas notas, o candidato nao seria convocado para a etapa discursiva.

AP
oo’

=) RESUMINDO
<
[

A média ponderada pode ser calculada por
meio das seguintes etapas:

Multiplicamos os valores por seus respectivos
pesos.

Somamos as operagoes de multiplicacdo da
etapa anterior e guardamos o resultado.

Dividimos o resultado pela soma dos pesos.

ol o X o8

HORA DE

PRATICAR!

(VUNESP/AVAREPREV/ 2020) Uma loja trabalha com produtos que séo classificados em apenas :
i trés tipos. Na tabela, constam os precos de venda de cada tipo do produto: :

Tipo do Prego unitario de
produto venda
A RS 10,00
B RS 12,00
C RS 15,00
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No ultimo dia util de funcionamento, foram vendidos produtos dos trés tipos, sendo que, do total
de unidades vendidas,ifoi de produtos do tipo A,% foi de produtos do tipo B, e o restante, de
produtos do tipo C. Naquele dia, o preco médio unitario de venda dos produtos vendidos foi de

| a) R$ 11,95,
 b) R$ 12,30.
| ) R$ 12,55.
| d) R$ 13,50.
 ¢) R$ 13,95.

: Comentarios:

: Segundo o enunciado, temos que:

e total de produtos do tipo A vendidos: i = 25%;

e total de produtos do tipo B vendidos: % = 40%;

e total de produtos do tipo C vendidos: 100% — 25% — 40% = 35%.

: Portanto, o prego médio unitario de venda sera definido como uma média ponderada, em que os pesos
: serdo as porcentagens acima. Nesse sentido, devemos lembrar que a média ponderada é o somatoério
: dos produtos de cada valor por seu respectivo peso, dividido pela soma dos pesos.

Logo,
: 10 X 25% + 12 X 40% + 15 X 35%
25% + 40% + 35%

10 X 25% + 12 X 40% + 15 X 35%
100%

x=10x0,25+12x 0,40 + 15x 0,35
x=25+48+525
X = R$ 12,55

x|
Il

x|
Il

Gabarito: C.

(CESPE/Pref. Sao Cristdvao/2019) A tabela seguinte mostra a distribuicdo das idades dos 30
: alunos da turma A do quinto ano de uma escola de ensino fundamental. :

Idade (em anos) 9 10 11 12 13 14
Quantidade de 6 22 0 1 0 1
estudantes

A partir dessa tabela, julgue o item.

: Se, em outra turma B, as frequéncias das idades fossem respectivamente iguais ao dobro das frequéncias :
: da turma A, entao a média aritmética das idades da turma B seria igual ao dobro da média da turma A.
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: Comentarios:

A média das idades da turma A é uma média ponderada, em que os pesos sdo representados pelas
: quantidades de alunos. Assim, a média resulta da divisdo entre o somatdrio dos produtos de idades e :
: quantidades de estudantes e o total de estudantes:

I9X6+10x22+11x0+12x1+13x0+14x1

x= 6+22+0+1+0+1
_ 300
*=30
X =10

: Na turma B, teremos que duplicar as frequéncias. Dessa forma, a média da turma B sera dada por:

9x12+10%x44+11Xx0+12x1+13xX0+14%x2

x= 12+44+0+2+0+2
_ 600
*=60
X =10

: Com isso, percebemos que a média ndo mudara o seu valor.

Gabarito: Errado.

(CESPE/IFF/2018) No registro das quantidades de filhos de 200 casais, verificaram-se os valores
: mostrados na tabela seguinte. :

Quantidade de filhos 1 2 0 3 4 5 6

Quantidade de casais 50 40 40 30 25 10 5

Nesse caso, a quantidade média de filhos para esse grupo de casais é igual a
a) 0.

b) 1.

c) 2.

d) 2,5.

e) 3.

: Comentarios:

A quantidade média de filhos é uma média ponderada, em que os pesos sdo representados pelas
: quantidades de casais. Portanto, a média € resultado da divisdo entre o somatdrio dos produtos de :
: quantidades de filhos e quantidades de casais, dividido pelo total de casais:
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1x50+2%x40+0x40+3%x30+4%x25+5%x10+6X%X5
200
50+ 80+90+ 100+ 50 + 30
200
_ 400
~ 200

xX=2

X =

X =

Gabarito: C.
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MEDIA PARA DADOS AGRUPADOS

Em estatistica, os dados podem ser definidos como informacdes que representam os atributos
qualitativos ou quantitativos de uma variavel ou de um conjunto de variaveis. Esses dados podem ser
classificados em agrupados e nao-agrupados. Normalmente, logo ap6s a etapa de coleta, temos dados
ndo-agrupados ou dados brutos.

Por exemplo, suponha que o Estratégia Concursos esteja realizando um experimento com um grupo de
dez alunos, para mensurar o tempo médio de resposta a uma questdo de estatistica. Logo apos a coleta,
os dados ainda estdo brutos, pois ndo passaram por nenhuma analise nem foram agrupados de alguma
forma. Entdo, terifamos uma tabela similar a seguinte:

ErEnpannooannn

Tempo médio

(em min)

Por sua vez, os dados agrupados sao aqueles que passaram por algum nivel de analise, o que significa
que ja ndo sdo brutos. Os dados agrupados podem ser organizados por frequéncia de um
determinado valor ou por intervalos de classes. Quando por frequéncia de valor, os dados sdo
organizados de forma ascendente e suas ocorréncias sao contabilizadas:

Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

© N O U1 W =
N P, N DN DN

Quando por intervalos de classes, os dados também sdo organizados de forma ascendente, porém, em
classes preestabelecidas, e as ocorréncias de cada classe sdo contabilizadas:

Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

0<x<2 1

2<x<4 2
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4<x<6 2
6<x<8 3
8<x<10 2

Para dados agrupados e apresentados como diagramas ou tabelas, a definicdo da média permanece
inalterada, entdo, tudo o que estudamos até o momento permanece valido, mas teremos métodos
especificos para obtencao da média. A seguir, veremos como proceder em cada caso.

Média para Dados Agrupados por Valor

Dando continuidade ao nosso exemplo, vamos a calcular a média aritmética de dados que estdo
agrupados por valor. Os dados foram organizados na tabela a seguir:

Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

O© 3 O U1 W =
N P, DN DN DN

Como podemos interpretar essa tabela? Basta vocé saber que as frequéncias refletem o nimero de
repeticdes de cada valor da nossa variavel tempo médio. Isto é, um aluno conseguiu responder a questao
em 1 minuto, dois alunos conseguiram em 3 minutos, dois alunos conseguiram em 5 minutos, e assim
sucessivamente.

Para calcularmos a média a partir de uma tabela de frequéncias como esta, devemos utilizar a seguinte
férmula:

Yic1 (X X fi)
=1 fi

X =

A aplicagdo dessa formula é bem simples. O raciocinio é exatamente o mesmo adotado para a média
ponderada, sendo que, agora, o peso é representado pela frequéncia. Desse modo, vamos multiplicar
cada valor por sua respectiva frequéncia, somar tudo e dividir pela soma das frequéncias:
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Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

1x1=1

3x2=6
5x2=10
6x2=12

7x1=7

O© N O U1 W =
N P DN DN DN -

9x2=18

Apos isso, somaremos todos os valores da coluna X; X f;, obtendo o termo Y[-;(X; X f;), e também
somaremos os termos da coluna f;, obtendo o termo ).}, f;. Veja a ltima linha da tabela:

Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

1 1 1x1=1
3 2 3x2=6
5 2 5x2=10
6 2 6x2=12
7 1 7x1=7
9 2 9x2=18
Total 10 54
Agora, basta dividirmos um valor pelo outro, obtendo:
7o ?:1(nXini)=5_4‘=5’4
i=1/i 10

Portanto, a média dos dados apresentados na tabela é 5,4.
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HORA DE

PRATICAR!

(VUNESP /Pref. Cananéia/2020) Na tabela, identificam-se informacées sobre as notas tiradas por
30 alunos, em uma prova cujas notas variaram de 0,0 a 5,0. :

Quantidade
de Alunos

0,0 1
1,0 3
2,0 4
3,0 7
4,0 ?
5,0 ?

: Sabendo que o nimero de alunos que tirou nota 4,0 foi o dobro do nimero de alunos que tirou :
i nota 5,0, a média aritmética simples das notas dessa prova foi maior que i
a) 3,0 e menor ou igual a 3,1.
b) 3,1 e menor ou igual a 3,2.
c) 3,2 e menor ou igual a 3,3.

d) 3,3 e menor ou igual a 3,4.

e) 3,4 e menor ou igual a 3,5.

i Comentarios:

Seja x a quantidade de alunos que tirou nota 5,0 e 2x a quantidade de alunos tirou nota igual a 4,0.
i Sabemos que o total de alunos € igual a 30. Portanto, temos: :

1+3+4+7+2x+x=30
15+ 3x =30
3x =15
= 5 alunos.

i Agora, com base nos valores apresentados na tabela, temos que a média das notas é dado por

O0X1+4+1%x34+2%x4+3x7+4%x2x+5%Xx
1+3+4+7+2x+x

X =
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_ OXx1+1Xx3+2x4+3x7+4x10+5x5
= 1+3+44+7+10+5
34+8+21+40+ 25

x= 30
97
X=25 :

7 =323

Gabarito: C.

(VUNESP/IPSM SJC/2018) A tabela mostra grupos de funcionarios de uma empresa e os
respectlvos salarios individuais dos componentes de cada grupo.

DISTRIBUIGAO SALARIAL POR GRUPO

NUMERO DE )
m FUNCIONARIOs| SAMARIO (R9)

A 8 800,00
B 10 1.100,00
C 12 1.200,00

i A diferenca de salario de cada funcionario do grupo A e a média aritmética ponderada de todos :
H H
i os salarios é de aproximadamente :

a) 15%
b) 18%
c) 22%
d) 25%
e) 27%

i Comentarios:

! Primeiro, vamos calcular a média aritmética de todos os salarios:

£ e e ey

6.400

B 1.100 10 11.000

C 1.200 12 14.400
Total 30 31.800

Banco do Brasil (Escrituréario - Agente de Tecnologia) Probabilidade e Estatistica - 2023 (P6s-Edital) 43

, www.estrategiaconcursos.com.br 106



Equipe Exatas Estratégia Concursos
Aula 01

A média é dada pela divisdo entre os dois totais:

31.800 3.180
30 3

= 1.060

X =

No grupo A, cada funciondario tem salario de R$ 800,00. Portanto, a diferenga para a média é:

1.060 — 800 = 260

Para determinar a diferenca percentual, basta dividirmos esse valor pela média:
ﬂ = 24,52%

_ 1.060

Gabarito: D.

(CESPE/FUB/2016) Em um almoxarifado ha, em estoque, 100 caixas na forma de
: paralelepipedos retingulos. Na tabela a seguir sio mostrados alguns valores da frequéncia :
i absoluta, da frequéncia relativa e da porcentagem da variavel, volume interno da caixa, em litros

().

Vol d a s a .
° Exme a Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa | Porcentagem (%)
caixa (L)
10 10 * *
20 * * *
45 & 0,2 *
60 & w 40
Total 100 1 100

: Considerando essas informacgades, julgue o seguinte item.

: A média aritmética dos volumes dessas caixas é igual a 40 L.

: Comentarios:

Nessa questdo, teremos que calcular a frequéncia relativa e completar a tabela apresentada. Assim,
temos que a frequéncia relativa é dada pela divisao entre a frequéncia absoluta e o total de elementos.
Iniciaremos completando a tabela pelas linhas que ja possuem informacdes de frequéncia e
porcentagem. :
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Na primeira linha (Vol. = 10 litros), temos que a frequéncia absoluta € igual a 10. Como a frequéncia
absoluta total é 100, podemos usar regra de trés simples para encontrar a porcentagem (%) e a
: frequéncia relativa: :
fabs - %
10 - x
100 — 100
Assim, temos que:

_ 100 x10 10%
T 7100 C 7

Logo, a porcentagem é 10% e a frequéncia relativa é 0,1.
Na terceira linha (Vol = 45 litros), temos que a frequéncia relativa é igual a 0,2. Como a frequéncia
: relativa total é 1, podemos usar regra de trés simples para encontrar a frequéncia absoluta: :

fabs = fret
y-0,2
100 — 1,0
Dessa forma, descobrimos que:

100 X 0,2

20
1,0

y =
Portanto, a frequéncia absoluta é 20.
0 mesmo raciocinio deve ser seguido para a quarta linha da tabela, restando, portanto, apenas a segunda

linha. Essa linha sera descoberta pelo confronto com a linha totalizadora. Assim, apds descobrirmos os
valores de todas as células, teremos a seguinte tabela:

Vol d . . . :
0 Exme @ Frequéncia absoluta | Frequéncia relativa | Porcentagem (%)
caixa (L)
10 0,1
20 30 0,3 30
45 20 0,2 20
60 40 0,4 40
Total 100 1 100
Calculando a média:
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10 X 10 + 20 x 30 + 45 x 20 + 60 x 40
100
100 + 600 + 900 + 2.400
100

X =

X =

Gabarito: Certo.

| (CESPE/PRF/2012)

EN RS

1 50
2 20
3 15
4 10
5 5

A tabela acima mostra a distribuicdo da quantidade Q de pessoas transportadas, incluindo o
condutor, por veiculo de passeio circulando em determinado municipio, obtida como resultado
de uma pesquisa feita nesse municipio para se avaliar o sistema de transporte local. Nessa
tabela, P representa a porcentagem dos veiculos de passeio circulando no municipio que
transportam Q pessoas, para Q = 1, ..., 5. Com base nessas informacdes, julgue o seguinte item. :

Em média, cada veiculo de passeio que circula no referido municipio transporta duas pessoas. Portanto,
se, em determinado momento, houver 10 mil veiculos circulando nesse municipio, a quantidade
esperada de pessoas que estdo sendo transportadas por todos esses veiculos, incluindo-se osg
condutores, sera igual a 20 mil. :

: Comentarios:

: Inicialmente, precisamos verificar se a média realmente vale 2. Para isso, basta multiplicarmos a :
: quantidade de pessoas por suas respectivas frequéncias. Assim, temos:

1%x05=0,5

2x02=04
3x0,15=0,45

4x01=04
5x%0,05=0,25
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Somando todos os resultados:

0,5+0,4+045+04+025
0,54 0,2+0,15+ 0,1+ 0,05

Portanto, a média realmente vale 2.
Assim, basta multiplicarmos a média por 10.000:

2 x10.000 = 20.000 pessoas

Gabarito: Certo.

Média para Dados Agrupados por Classe

Retomando nosso exemplo, vamos calcular a média aritmética de dados que estdo agrupados por classe.
Os dados foram organizados na tabela a seguir:

Tempo médio (X;) | Frequéncia (f;)

0<x<2
2<x<4
4<x<6

6<x<8

N W N DN

8<x<10

Como podemos interpretar essa tabela? Basta sabermos que as frequéncias refletem o nimero de
ocorréncias em cada um dos intervalos definidos para a variavel tempo médio. Isto é, um aluno
respondeu a questdao com tempo médio abaixo de 2 minutos, dois responderam com tempo médio entre
2 e 4 minutos, dois com tempo médio entre 4 e 6 minutos, e assim sucessivamente.

Ao agruparmos os dados em classes, precisaremos fazer uma modificacdo em relacdao ao calculo
anterior: substituir os intervalos pelos seus respectivos pontos médios. Como assim? Ao invés de
considerarmos o intervalo de 0 a 2 minutos, por exemplo, substituiremos pelo valor de 1 minuto.

Em nosso exemplo, a identificacdo dos pontos médios é relativamente facil. Mas é possivel que vocé
encontre situagcdes em que isso ndo seja tao trivial. Como fazer nesses casos? Devemos calcular a média
dos dois extremos do intervalo. Assim, o ponto médio (P M) é calculado pela seguinte expressao:

linf + lsup

PM =
2
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em que li, ¢ e lg,, sdo, respectivamente, os limites inferior e superior do intervalo considerado.

Na tabela abaixo, repare que foi incluida uma nova coluna para o calculo dos pontos médios:

Tempo médio (X;) | Ponto Médio (PM;) | Frequéncia (f;)

0<x<2 0+2)/2=1 1
2<x<4 (2+4)/2=3 2
4<x<6 (4+6)/2=5 2
6<x<8 (6+8)/2=7 3
8<x<10 (8+10)/2=9 2

O préximo passo consiste em calcular os valores das multiplicagdes PM; X f;, multiplicando essas duas
colunas. Vamos ver:

Tempo médio (X;) Ponto Médio (PM;) Frequéncia (f;)

0<x<2 1 1 1x1=1
2<x<4 3 2 3x2=6
. 4<x<6 5 2 5x2=10
6<x<8 7 3 7x3=21
8<x<10 9 2 9x2=18

Apos isso, somaremos todos os valores da coluna PM; X f;, obtendo o termo Y;j-,(PM; X f;), e também

somaremos os termos da coluna f;, obtendo o termo }.}*; f;. Veja a tlltima linha da tabela:

Tempo médio (X;) Ponto Médio (PM;) Frequéncia (f;)

0<x<2 1 1 1x1=1
2<x<4 3 2 3x2=6
4<x<6 5 2 5x2=10
6<x<8 7 3 7x3=21
8<x<10 9 2 9x2=18
Total 10 56
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Agora, basta dividirmos um valor pelo outro, obtendo:

__ w1 (PM; X f;) =5_6
i=1 /i 10

=5,6

=

Finalmente, repare que a média de dados agrupados por classe (5,6) foi diferente da média de dados
agrupados por valor (5,4). Por que isso ocorreu? Isso ocorreu porque, ao agruparmos os valores da
variavel em classes, perdemos detalhes que eram relevantes para o calculo exato da média, embora a
forma de apresentacao tenha sido simplificada.

HORA DE

PRATICAR!

(CSEP/IFPI/2019) Na tabela abaixo, estdo relacionadas as dura¢oes das chamadas telefonicas :
: ! feitas em um dia, em uma empresa. :

Durag¢ao (em minutos) Frequéncia (f;)

02 90
2F6 55
610 35
10 - 15 20
15+ 20 12
20 - 30 17
30 - 40 5
40 + 60 1

Total 235

Assim, a durac¢ao média das chamadas telefonicas é mais proxima de
a) 6 min e 14 seg.
b) 7 min e 14 seg.
c) 7 min e 23 seg.
d) 7 min e 32 seg.
e) 8 min e 23 seg.
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: Comentarios:

: Para dados agrupados em classes, a média aritmética € calculada a partir da média dos pontos centrais
: de cada classe. Vejamos:

Durag¢ao (em minutos) | Ponto Médio (PM;) | Frequéncia (f;)

A média é dada pela divisao entre os dois totais:

J_1700 o
x—235:, min

w 1x90 =90

:

2+6 22L6:4 55 4 x 55 =220

6+ 10 6+210= 35 8 x 35 =280
10 + 15 10 -; 15 =125 20 12,5 x 20 = 250
15+ 20 15 ; 20 =17,5 12 17,5 x 12 = 210
20 + 30 20-;30=25 17 25 X 17 = 425
30 + 40 3()-;40:35 5 35x5=175
40 + 60 40-;60=50 1 50x1=>50
Total 235 1700

Transformando 0,23 minutos em segundos:
0,23 X 60seg = 13,8seg

: Portanto, a média em segundos é:

X = 7minl4seg

Gabarito: D.
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{ (CESPE/DEPEN/2015)

18 <x <25 30%
25<x <30 25%
30 <x <35 20%
35<x <45 15%
45 < x <60 10%

Total 100%

Felipe M. Monteiro, Gabriela R. Cardoso e Rafael da Silva. A seletividade do sistema prisional brasileiro e as politicas de segurancga publica.
: In: XV Congresso Brasileiro de Sociologia, 26 a 29 de julho de 2011. Curitiba (PR). Grupo de Trabalhos - Violéncia e Sociedade (com :
: adaptagdes). :
: A tabela precedente apresenta a distribuicao percentual de presos no Brasil por faixa etaria em :
: 2010, segundo levantamento feito por Monteiro et al. (2011), indicando que a populagio :
: prisional brasileira nesse ano era predominantemente jovem. Com base nos dados dessa tabela, :
: julgue os itens a seguir. :

: Amaior parte da populagdo prisional brasileira em 2010 era formada por pessoas com idades inferiores :
: a 30 anos. Porém, a média da distribuicao das idades dos presos no Brasil nesse ano foi superior a 30 :
: anos. :

: Comentarios:

: A tabela nos permite concluir que a primeira parte do item esta correta, pois ha 30% + 25% = 55% de :
: pessoas com idades inferiores a 30 anos. Agora, para terminarmos de analisar o item, teremos que :
i calcular a média. :

: Como os dados estao agrupados em classe, devemos calcular o ponto médio de cada uma das classes:

Idade (x) Percentual (f;) | Ponto Médio (PM;)

18 <x <25 30% =0,30 6,450
25<x<30 25% = 0,25 27,5 6,875
30<x<35 20% = 0,20 32,5 6,500
35<x<45 15%=0,15 40,0 6,000
45 <x<60 10% =0,10 52,5 5,250

100% = 1,00 31,075

: Portanto, a média é:
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S(PM; x f;) 31,075

X = = 31,075
2 fi 1

Gabarito: Certo.

| (CESPE/STF/2013)

: f 65%,

2504,
“J“‘!'r:,
1
5 110 15 20 X

: Com referéncia a figura acima, que mostra a distribui¢do da renda mensal — x, em quantidades :
: de salarios minimos (sm) — das pessoas que residem em determinada regiao, julgue o item :
: subsequente. :

Considerando a forma de calculo para dados agrupados, a distribuicdo da renda mensal x possui média
igual 2 9,75 sm. :

: Comentarios:

: A questao requer o calculo da média de dados agrupados. Para achar a média precisamos, inicialmente, :
: determinar o ponto médio de cada classe. Teremos: H

e de5a 10 ponto médio =7,5;
e de10a 15 ponto médio = 12,5;
e de 15a 20 ponto médio=17,5.

Agora, a média da amostra é dada pela média ponderada dos pontos médios multiplicados por suas
: respectivas frequéncias. :
: 7,5 X 65% + 12,5 X 25% + 17,5 x 10%
65% + 25% + 10%
4,875+ 3,125+ 1,75
1,00
Xx=975

X =

X =
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MEDIA GEOMETRICA

A média geométrica é uma medida estatistica muito utilizada em situacdes de acumulacio de
percentuais, fato muito comum em problemas financeiros. Também é encontrada na geometria plana,
quando, por exemplo, devemos fazer com que a area de um quadrado seja igual a area de um retangulo.

Essa medida é definida, para o conjunto de nimeros positivos, como a raiz n-ésima do produto
de n elementos de um conjunto de dados. A propriedade principal dessa média é preservar o
produto dos elementos de um conjunto de dados.

O raciocinio para encontrarmos a formula da média geométrica é analogo ao adotado para a média
aritmética. Dada uma lista de n nimeros, {x;, x5, ***, x5, }, 0 produto de seus termos ¢ igual a:

X1 sz X "‘Xxn-

n fatores

A média geométrica dessa lista é um nimero G, tal que, se todos os elementos forem substituidos por
G, o produto da lista permanecera preservado. Assim, substituindo todos os elementos por G, teremos
uma nova lista, {G, G, -+, G}, cujo produto é:

GXGX-XG=G"

n fatores

Como os produtos das duas listas sdo iguais, temos:

Gn=x1><x2><--'><xn

Portanto, temos que:

G=7\l/x1><x2><---><xn

Repare que a raiz varia de acordo com a quantidade de elementos da lista de niimeros, isto é, se a lista
contém dois nimeros, teremos uma raiz quadrada; se a lista contém trés nimeros, teremos uma raiz
cubica.
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&)

EXEMPLIFICANDO

Vejamos um exemplo numérico: qual a média geométrica dos numeros 4, 20 e 100?

Para responder a essa questao, primeiro, calcularemos o produto dos trés numeros e, em seguida,
a raiz cubica dele:

G = V4 x 20 x 100 = /8000 = 20

Extrair a raiz cibica de um nimero, contudo, nem sempre é tao trivial. Na hora da prova, é mais facil
adotarmos o processo de fatoracao:

1002
e P2 s
212 c |c 25 |5
1 1 515
1

Vocés lembram como fazemos para fatorar um nimero? Primeiro, dividimos esse nimero pelo seu
menor divisor primo (2,3,5,7,11,13,:--). Em seguida, dividimos o quociente obtido pelo seu
menor divisor primo. Depois, fazemos isso de forma sucessiva até obtermos o valor 1.

Por meio da fatoracao, concluimos que:
4=2x%x2=2*%
20=2x2x5=2%x5!
100 =2x2x5x%x5=2%x5?

Levando essa informacgao para a formula da média geométrica, temos que:

G = V4 x20x100

G = 1/(22) x (22 x 51) x (22 x 52)

E agora? Vocés lembram como fazemos multiplicacdo de poténcias de mesma base? Sim, é isso
mesmo, repetiremos as bases e somaremos o0s expoentes. Assim, 22 X 22 x 22 =26 e 51 x 52 =
53. Portanto, ficaremos com:
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G = /26 x 53

Agora, por ser uma raiz cubica, devemos dividir cada um dos expoentes por 3:

G =283 x 53/3
G=22x5'=4x5=20
Portanto, 20 é o valor da média geométrica dos numeros 4, 20 e 100.

Reparem que o produto dos niumeros da lista é 4 X 20 X 100 = 8000. Se os trés numeros forem
substituidos por 20, o produto também sera 20 X 20 x 20 = 8000. Por isso, dizemos que a média
geomeétrica preserva o produto dos niumeros.

Vejamos algumas situa¢cdes em que empregamos a média geométrica:

1) no setor financeiro: o preco de um produto, nos ultimos 3 meses, sofreu aumentos de,
respectivamente, 3%, 8%, 9%. Qual foi o aumento médio percentual nesse periodo?

j=3V3%x8x9
j=13x23x32
j=123x%x33=6%

2) na geometria espacial: um prisma de base retangular possui o mesmo volume que um cubo. Se
as dimensdes do prisma sao 4 cm x 10 cm x 25 cm, qual é o valor do lado do cubo em centimetros?

I3=4x%x10x25

1 =V4x10x25
| =122%x2x5x52
| =3/23 x 53 = 10cm
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04
’4 RESUMINDO

Sobre a média geométrica, podemos afirmar que:
| — ela preserva o produto dos elementos de uma lista de niumeros;

Il — ela é obtida por meio da raiz n-ésima do produto de n elementos de um conjunto, G =
VX1 X Xz X 0 X X

&)

ESCLARECENDO!

Somente definimos a média geométrica para nimeros nao-negativos. Assim, evitamos situacdes
em que a média geométrica nao existe. Por exemplo, ndo conseguiriamos calcular a média
geomeétrica de 1 e -1, pois a raiz quadrada de -1 nao existe no campo dos numeros reais.

HORA DE
; PRATICAR!

™ % % % s m i E R R RN RN N N N NN N NN NN NN NN R R R R R R R R R R N N N N NN NN NN NN NN R R R R R R R R N N N N N N NN NN R RN E R R RN RN NS EEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE M
5

(VUNESP/Pref. de Sertaozinho/2018) O grafico a seguir mostra as notas das duas provas obtidas :
: por um aluno em matematica e as duas notas obtidas em lingua portuguesa, nesse bimestre.

Notas

MAT1 MAT2 LP1 LP2

Seus professores afirmaram que, nesse bimestre, a média de matematica e de lingua portuguesa
: sera araiz quadrada do produto de Mat1 x Mat2e araiz quadrada do produto de LP1 e LP2. Dessa

: forma, a média de matematica desse aluno sera maior que sua média de lingua portuguesa em
a) 0,5 ponto.
b) 1,0 ponto.
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c) 1,5 ponto.
d) 2,0 pontos.
e) 2,5 pontos.

: Comentarios:

: Do grafico, extraimos que:

{Matl =45 {LPl =2,0

Mat, = 8,0 ¢ lLP, = 8,0

: Como a média de matematica sera calculada pela raiz quadrada do produto de Mat,; X Mat,, entdo a
: média desse aluno em matematica sera de:

JMat, x Mat, = /4,5 x 8 =V36 = 6,0 pontos

: A média de lingua portuguesa, por sua vez, sera dada pela raiz quadrada de LP; X LP,. Assim, a medla
: desse aluno em portugués sera de:

JLPy X LP, = V2 x 8 = V16 = 4,0 pontos

Portanto, a média de matematica desse aluno serd maior que sua média de lingua portuguesa em:
: 6,0 — 4,0 = 2,0 pontos
Gabarito: D.

(AOCP/Pref. de Pinhais/2017) Sejam a, b, e c trés nimeros reais e positivos tais que:
¢ A média aritmética entrea eb é igual a 15;

» A média aritmética entre b e c é igual a 11;

¢ A média aritmética entre a e c € igual a 5.

Dessa forma, a média geométrica entre a, b, e c sera igual a

a) 3V7

b)) V7

i) 733

)3

e) V189

: Comentarios:
: Por definicdo, a média aritmética é a soma total dos termos dividida pelo niumero total dos termos.

Pelos dados apresentados, sabemos que:
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De forma equivalente, temos que:

a+b =30
b+c=22
a+c=10

: Temos um sistema de equagdes lineares formado por trés equagdes e trés incognitas. Para resolvé-lo, :
: podemos utilizar a técnica de substitui¢cdo de incognitas. Pela primeira equagdo, temos que: :

a=30—->
Isolando a incognita ¢ na segunda equacao, teremos:
c=22-b
Agora, vamos substituir o valor na terceira equacao:
: a+c =10
(30—-b)+(22-b) =10
52—-2b =10
52—-10=2b
42 = 2b
b =21

EDessaforma, teremos:
a=30—-b=30—-21=9
c=22—-b=22-21=1

: Logo, ao resolver o sistema, descobrimos que a =9, b = 21 e ¢ = 1. Assim, sendo a média geomeétrica :
: araiz cubica do produto desses niimeros, entdo: :

G=Vaxbxc
G=39x21x1
G=332xBx7) x1

G=1333x7
G=3x17
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MEDIA HARMONICA

A média harmonica é muito utilizada quando precisamos trabalhar com grandezas inversamente
proporcionais. E o caso de problemas classicos, como o calculo da velocidade média de um
automovel ou da vazdo de torneiras (quanto tempo duas ou mais torneiras levam para encher um
tanque).

Essa medida é definida, para o conjunto de nimeros positivos, como o inverso da média
aritmética dos inversos. A propriedade principal dessa média é preservar a soma dos inversos
dos elementos de um conjunto de nimeros.

O raciocinio para encontrarmos a formula da média harmoénica é similar ao adotado para as médias
aritmética e geométrica. Dada uma lista de n nimeros, {x;,x,, -, X, }, @ soma dos inversos de seus
termos € igual a:

1 1 1

—_t— 4 e —

X1 X3 Xn
n fatores

A média harménica dessa lista é um niimero H, tal que, se todos os elementos forem substituidos por H,
a soma dos inversos permanecera preservada. Assim, substituindo todos os elementos por H, teremos
uma lista, {H, H, ---, H}, cuja soma dos inversos é:

LU S
H H H H
n fatores

Como as somas dos inversos das duas listas sdo iguais, temos:

n_1.1 .1
H 1 2 n
1 1
n=H><<—+—+ +—>
X1 X3 Xn
H n
-1 1 1
X T,

em que n corresponde a quantidade de termos que integram o conjunto.

Como vimos no inicio, muitas vezes, a média harmonica é descrita como o inverso da média
aritmética dos inversos. Isso porque a formula acima também pode ser escrita na forma mostrada a
. 1 1 1 N T . Lax .
seguir, em que (x— +—tt x—)/n corresponde a média aritmética dos inversos.
1 2 n

1
H =
G LD
n
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&)

EXEMPLIFICANDO

Vejamos um exemplo numérico. Qual a média harmdnica dos nimeros 15 e 607?

Para responder a essa questao, iniciaremos calculando o valor da soma dos inversos desses
ndmeros:

15 60
Calculando o M.M.C de 15 e 60, temos:

22x3%x5=60
Entdo, temos que:
1 1 441 5 1
5760 60 60 12
Agora, por serem somente dois nimeros, devemos dividir a soma dos inversos por 2. Dessa forma
encontraremos a média dos inversos:
(1_12) 1 1 1

=2 - == —

2 12 2 24

Desse modo, temos que:

1
H = AR 1x24=24
(72)
Portanto, 24 é o valor da média harmoénica dos numeros 15 e 60.

Repare que a soma dos inversos dos numeros da lista é 1/15 + 1/60 = 1/12. Se os dois numeros
forem substituidos por 24, a soma dos inversos também serd 1/24 + 1/24 = 1/12. Por isso,
dizemos que a média harmdnica preserva a soma dos inversos dos numeros.
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Vejamos algumas situagdes em que empregamos a média harmonica:

1) no calculo da velocidade média: durante a metade de um percurso um veiculo manteve a
velocidade de 80 km/h e durante a metade restante sua velocidade foi de 120 km/h. Qual a
velocidade média do veiculo durante o percurso?

Primeiro, precisa ficar claro o motivo de adotarmos a média harmdnica. Note que as distancias
percorridas sao iguais, o que muda é a velocidade e, consequentemente, o tempo. Se aumentarmos
a velocidade, o tempo que levaremos para percorrer uma mesma distancia diminuird, logo, essas
grandezas sdo inversamente proporcionais.

vméd = 1 1 1
v v, 80

2
1
t 120

Calculando o M.M.C de (80, 120):

80, 1202
40, 60 |2
20, 30 |2
10, 15 |2
5 153
5, 5|5
1 1

24 x5x3 =240

Entdo, temos que:

2 2
Vméd =332 775
240 240
240
mia =2 (5

0
Umea = —— = 96 km/h
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2) no calculo da vazao de duas torneiras: para encher um tanque, uma torneira leva 12 horas. Para
encher esse mesmo tanque, outra torneira leva 6 horas. Caso as duas torneiras fossem abertas ao

mesmo tempo, quanto tempo elas levariam para encher o tanque?

Repare que vazdo e tempo sdo grandezas inversamente proporcionais, pois, quanto maior a vazao
da torneira, menor serd o tempo que ela levard para encher o tanque. Desse modo, utilizaremos a
média harmdnica para encontrarmos o tempo médio das duas torneiras.

tméd -
T 1
6 12
2
tméa = 731
12
2
tinea = =3~
12
12
tmed ( )
24
tmeq = — = 8 horas

Como as torneiras serdo ligadas simultaneamente em um Unico tanque, precisamos dividir esse
tempo por 2, pois cada torneira leva, em média, 8 horas. Entao, concluimos que o tempo de espera

com as duas torneiras ligadas seria de 4 horas.

8 - 2 = 4 horas

204
'g RESUMINDO

Sobre a média harmonica, podemos afirmar que:

| — ela preserva a soma dos inversos de uma lista de nimeros;

—
X1 X2 n

Il — ela é definida como o inverso da média aritmética dos inversos, H = (11—1)
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&)

ESCLARECENDO!

Somente definimos a média harmo6nica para nimeros nao-negativos. Assim, evitamos situagcdes
em que a média harmonica ndo existe. Por exemplo, ndo conseguiriamos calcular a média
geométrica de 1 e -1, pois a soma dos inversos resultaria em zero e, como sabemos, a divisdao por
zero é impossivel de ser calculada.

HORA DE

PRATICAR!

(FCC/SEFAZ -G0/2018) Os matematicos definem diferentes tipos de médias entre dois niimeros : :
i positivos e, para cada aplicagdo, escolhem qual o tipo mais adequado a ser utilizado. A média
i harmonica H entre os numeros positivos a e b, por exemplo, é definida como o inverso da medla
i aritmética dos inversos desses numeros, ou seja,

He-1_
+
2

i A média aritmética dos nimeros 5 e 20 supera a média harmoénica desses mesmos nimeros em
| a) 4,75 unidades. :
| b) 5 unidades.

) 4 unidades.

d) 4,25 unidades.

e) 4,5 unidades.

Q=
S| =

Comentarios:

A média aritmética é dada por:

: 5 + 20
2

: Amédia harmonica é o inverso da média aritmética dos inversos. O primeiro passo é calcularmos a soma
: dos inversos:

=12,5

1.1 4+1 5 1

520 20 20 4 :

i Assim, podemos calcular a média aritmética dos inversos. Para isso, basta dividirmos a soma dos termos :
i por 2: :
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1 1 1

= —X—-=
4 2 8

1
4
2

: Portanto, a média aritmética supera a média harmonica em 12,5 — 8 = 4,5 unidades.

: Também, podemos calcular a média harménica de dois nimeros de forma mais rapida. Para tanto, basta :
: desenvolvermos a prépria formula que foi dada na questao: H

1
H=—

ISER
+
S| =

‘NN

ISR
+
S| =

2

=a+b
aXxb

2XaxXb
a+b

: Assim, a média harmonica de dois nimeros € o quociente do dobro do produto dos numeros pela soma :
: dos numeros. Voltando ao enunciado, queremos calcular a média harménica dos nimeros 5 e 20, logo: :

_2><5><20_200
~ 5420 25

H

=38

Gabarito: E.

(FCC/ARTESP/2017) Considere as seguintes informacoes
I. (A) = média harmodnica dos nimeros 4, 6 e 12.

II. (B) = média geométrica dos numeros 4, 6 e 12.

A média aritmética entre (A) e (B) é igual a

: 2) 6,81,

: b) 5,68.

0 6,30.

L d) 5,41,

 ¢) 6,93.

Comentarios:

A média geométrica é:

' 6= Vaxex 12
G=122x2%x3x22x3
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G =2x336

: Agora, a nossa dificuldade serd encontrar a raiz cibica de 36. Sabemos que 3* = 27 e que 4° = 64. :
: Portanto, o nimero que procuramos esta entre 3 e 4. E deve ser ligeiramente maior que 3. Vamos :
i aproximar uma so casa, testando valores:

3,13 = 29,791
3,23 = 32,768
3,3% = 35,937

: Portanto, ja chegamos bem proximo do valor que queriamos (36). Assim, vamos considerar a raiz ctbica :
: de 36 aproximadamente igual a 3,3.

{ Gabarito: C.

G=2x136

G=2x33

A média harmonica é
: o
g

: 3
Vamos calcular, em primeiro lugar, a soma dos inversos:
: 1 1 1 3+2+1 6 1
_ itetRT Tz T2z
Agora, vamos calcular o valor médio da soma dos inversos:
%+%+%=Z=lxl=1

: 3 3 2 3 6
Finalmente, vamos encontrar o inverso da média da média aritmética dos inversos:
: 1 1
H=l+l+i=I=1X6=6

4 6 12 6 :

3

H=6

Agora, vamos descobrir o valor da média aritmética entre G e H:
: 6,6 + 6
-6
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DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Dada uma lista de n nimeros positivos, {x;, x5, :**, x,}, podemos afirmar que:

X=2G=H

em que X é a média aritmética; G é a média geométrica e H é a média harmonica.

Significa dizer que a média aritmética serd sempre maior ou igual a média geométrica que, por sua
vez, serd sempre maior ou igual a média harmonica. A igualdade ocorrera quando os nimeros da
lista forem todos iguais.

Tomemos como exemplo os nimeros 4, 12 e 20. Como sabemos, a média aritmética sera:

4+12+20

12
3

X =

A média geométrica sera:

G =3V4x12x20=9,86

E a média harmonica sera:

3
412 " 20
Obtivemos, portanto, uma média aritmética (X = 12) maior que a média geométrica (G = 9,86) que, por
sua vez, € maior que a média harmoénica (H = 2,61).

Agora, analisaremos um caso em que as trés médias sdo iguais: considere uma lista composta pelos
numeros 5, 5 e 5. Nesse caso, temos que X, G e H sdo, respectivamente:

__5+5+5_5
X = 3 =
G=3V5x5x5=5
PeT 117
5T5T5

Portanto, quando todos os numeros da lista sdo iguais, as médias aritmética (X), geométrica (G) e
harmoénica (H) também sao iguais.
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HORA DE

PRATICAR!

: (CESPE/SEFAZ-RS/2018) Para a, b e c, niimeros reais, positivos e distintos, sdo verdadeiras as !
: seguintes propriedades: :

e a<c
° b<a—+c<\/bc

: A partir dessas propriedades, é correto concluir que

) a+c a+b+c
2 3

§b)a>b
E@a<b<c

ée)b>c

: Comentarios:

: Essa questdo pode ser respondida de duas formas numericamente, por meio da atribui¢ao de valores as :
: variaveis, ou algebricamente, por meio da manipulagdo das variaveis. :

: Primeiro, vamos resolver de forma numérica. Para isso, devemos considerar que, para a, b e c, nimeros :
: reais positivos e distintos, sdo verdadeiras as seguintes propriedades: :

a<c

a—+
b <

: Como temos vbc, podemos atribuir valores as variaveis b e c, tais como b = 9 e ¢ = 16, de forma que a
! raiz resulte em um nimero inteiro. Dessa forma, Vbc = V9 X 16 = V144 = 12. Assim, temos que:

a<c
a<l16

: Temos ainda que:

a+
b <

a+ 16
<12

Vamos multiplicar todos os termos por 2.

18<a+16< 24
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Nesse ponto, devemos subtrair 16 de todos os termos.
18—-16<a<24-16
2<a<8

Portanto, a pode ser qualquer valor nesse intervalo. Vamos supor que a = 4. Assim, vamos assumir que
i a =4,b=9ec =16.Agora, podemos partir para a analise das alternativas:

a+c a+b+c

a) - 3
4416 _4+9+16
2 3
: 10 < 9,666 (falso)
‘b)a>b
i 4> 9 (falso)
cc< aTer
16 <242
2
: 16 < 6,5 (falso)
‘d)a<b<c
: 4 <9 < 16 (verdadeiro)
e)b>c

9 > 16 (falso)

: Agora, vamos usar o método algébrico para responder a questdo. Retomando o que diz o enunciado, :
: temos que, para a, b e ¢, nimeros reais positivos e distintos, sdo verdadeiras as seguintes propriedades: :

a<c

a—+
b <

: Assim, ja sabemos que a < c.

: A segunda desigualdade nos diz que b < vbc. Em outras palavras, b é menor que a média geométrica :
: entre b e c. Como a média geométrica sempre fica entre os nimeros, podemos concluir que b < c.
: Podemos verificar isso da seguinte forma:

b? < bc
b<c
Precisamos, agora, saber a relacdo entrea e b.

: . . a+c , q- . fa-
: Asegunda desigualdade informou que — < Vbc.0lado esquerdo representa a média aritmética entre
: 0s nimeros a e c. Sabemos que a média aritmética é sempre maior que a média geométrica. Portanto,

Vac <

a+c
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Logo,
: a+tc
Vac < <~bc
Agora, sabemos que:
Vac < vbc
ac < bc
a<b

Assim, temosque a < be b < c.Portanto,a < b < c. Aresposta esta na alternativa D, mas analisaremos
: as demais alternativas.

: atc _ at+b+c
Fa) e <
: 2 3

: Sabemos que b < a + ¢, isto é, b é menor que a média entre a e c. Assim, se formos incluir no calculo da
: média, o resultado dessa média diminuira. Logo, a alternativa A esta errada.

‘b)a>b

Falso, pois concluimos que a < b.

: b
gc)c<%

: Falso, pois ¢ é o maior valor. Logo, também sera maior que a média dos dois menores.

‘d)a<b<c

Alternativa correta

e)b>c
Falso, pois b < c.

: Assim, comprovamos que a resposta correta € a alternativa D.

Gabarito: D.
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RESUMO DA AULA

MEDIDAS DE POSICAQ

Média Aritmética

Medidas de Média Geométrica

Tendéncia Média Harmonica
Central

Mediana
Medidas de

Posicao

Mediana

Medidas Quartis
Separatrizes

Percentis

NOTACAO DE SOMATORIO

Nessa notacao, temos:

1) um simbolo de somatdrio, X, que é a letra grega maituscula Sigma (S);
2) um indice que vai variar do limite inferior a até o limite superior b;

3) um limite inferior;

4) um limite superior ou condi¢do de parada;

5) otermo geral de uma sequéncia.

b ——— Limite Superior ou Condicdo de Parada
Simbolo de Somatdrio (Sigma) «———— E X; ————» Termo Geral da Sequéncia a ser somada

Indice 4«——— i=a——————% Limite Inferior ou Ponto de Partida

Propriedades do Somatoério

12, Propriedade: O somatorio de uma constante k é igual ao produto do nimero de termos pela
constante.

n
Zk=k+k+---+k=k><n
i=1
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22, Propriedade: O somatério do produto de uma constante por uma variavel é igual ao
produto da constante pelo somatério da variavel.
n n
kaxi=k><x1+kxx2+---+k><xn=k><2xi
i=1 i=1

32, Propriedade: O somatdrio de uma soma ou subtracio é igual a soma ou a subtracio dos

somatorios dessas variaveis.
n n n
Z(xi ty) = in iZJ’i
i=1 i=1 i=1

MEDIA ARITMETICA SIMPLES

A média aritmética de um conjunto de dados é definida como o quociente entre a soma de todos os
elementos e o numero deles.

x1+x2+---+xn
n

X =

A propriedade principal da média é preservar a soma dos elementos de um conjunto de dados.

A soma total de um conjunto de dados é calculada pela multiplicacdo entre a média do conjunto e a
quantidade de elementos nele existentes. Trata-se da mesma férmula apresentada anteriormente,

“w__ 1

tendo apenas o termo “n” passado para o outro lado da igualdade, multiplicando a média.

soma .
—— =S soma=nxXx

X
n

Propriedades da Média Aritmética

12 Propriedade: Dado um conjunto com n > 1 elementos, a média aritmética sempre existira
e sera unica.
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22 Propriedade: A média aritmética X de um conjunto de dados satisfaz a expressiao m < x <
M, em que m e M sao, respectivamente, os elementos que representam o valor minimo e o
valor maximo desse conjunto.

minimo < x < Maximo

32 Propriedade: Somando-se (ou subtraindo-se) uma constante c de todos os valores de uma
variavel, a média do conjunto fica aumentada (ou diminuida) dessa constante.

y=xXx+c¢c ou y=Xx-—¢c

42 Propriedade: Multiplicando-se (ou dividindo-se) uma constante c de todos os valores de
uma variavel, a média do conjunto fica multiplicada (ou dividida) por esta constante.

y=XXCc ou y=Xx-+¢C

52 Propriedade: A soma algébrica dos desvios em relacio a média é nula.

;(xi—f)zo

62 Propriedade: A soma dos quadrados dos desvios da sequéncia de nimeros {x;}, em relagao
a um numero a, ¢ minima se a for a média aritmética dos nimeros.

;ui —a)? > ;(x,- — %)?

MEDIA PONDERADA

A média ponderada é a média de um conjunto cujos valores possuem pesos variados. Ela é
calculada pela igualdade a seguir, em que p é o peso de cada valor de x:

ie1(x; X py)
Yi=1Di

X =

Observe que no numerador cada valor sera multiplicado pelo seu respectivo peso, enquanto no
denominador teremos a soma de todos os pesos.
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MEDIA PARA DADOS AGRUPADOS

Média para Dados Agrupados por Valor

A média para dados agrupados por valor é calculada pela seguinte férmula:

i1 (X X f1)
i=1fi

X =

O raciocinio é exatamente o mesmo adotado para a média ponderada, sendo que, agora, o peso é
representado pela frequéncia. Desse modo, multiplicamos cada valor por sua respectiva frequéncia,
somamos tudo e dividimos pela soma das frequéncias.

Média para Dados Agrupados por Classe

A diferenca em relagdo ao calculo anterior consiste na substituicdo dos intervalos pelos seus respectivos
pontos médios. O ponto médio (PM) é calculado pela média dos dois extremos do intervalo, pela
seguinte expressao:

linf + lsup
2

A média para dados agrupados por classe é calculada pela seguinte férmula:

ie1(PM; X f})

i=1fi

X =

MEDIA GEOMETRICA

A média geométrica é definida como a raiz n-ésima do produto de n elementos de um conjunto
de dados:

G='Vx1Xx2X---Xxn

A propriedade principal dessa média é preservar o produto dos elementos de um conjunto de
dados.

Somente definimos a média geométrica para niimeros niao-negativos.
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MEDIA HARMONICA

A média harmonica é definida como o inverso da média aritmética dos inversos:

n

1 1 1
0t

H =

A propriedade principal dessa média é preservar a soma dos inversos dos elementos de um
conjunto de nimeros.

Somente definimos a média geométrica para nimeros nao-negativos.

DESIGUALDADE DAS MEDIAS

A média aritmética (k) é sempre maior ou igual a média geométrica (G) que, por seu turno, é sempre
maior ou igual a harmonica (H).

X=2G=H

A igualdade ocorre quando os nimeros da lista sdo todos iguais.
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Média Aritmética Simples

1. (CESGRANRIO/CEF/2021) Recentemente, a Organizagdo Mundial da Saiide (OMS) mudou suas diretrizes
sobre atividades fisicas, passando a recomendar que adultos fagam atividade fisica moderada de 150 a 300
minutos por semana. Seguindo as recomendagdes da OMS, um motorista decidiu exercitar-se mais e,
durante os sete dias da ultima semana, exercitou- se, ao todo, 285 minutos. Quantos minutos diarios, em
média, o motorista dedicou a atividades fisicas na ultima semana?

a) Mais de 46 min

b) Entre 44 e 46 min
c) Entre 42 e 44 min
d) Entre 40 e 42 min

e) Menos de 40 min

Comentarios:

A média aritmética é definida pelo quociente entre a soma dos valores de um determinado conjunto e a
guantidade de valores nele existentes. Assim, para calcularmos o valor médio de minutos que o motorista
dedicou a pratica de atividade fisica por dia, basta dividirmos o total de minutos alcangcados na semana pela
guantidade de dias. Assim:

_ 285
X == 7 = 40,71

Logo, foram 40,71 minutos de atividade fisica praticada por dia.
Portanto, a resposta correta estd contida na alternativa D, de 40 a 42 minutos.

Gabarito: D.
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QUESTOES COMENTADAS — CESGRANRIO

Média para Dados Agrupados

1. (CESGRANRIO/BASA/2022) A Tabela abaixo representa as frequéncias referentes aos resultados de
alcatrdao (mg) encontrados em cigarros sem filtro, a partir de uma amostra de 30 cigarros selecionados de

Alcatrdo (mg)

varias marcas.

[10, 14) 2
[14, 18) 4
[18, 22) X
[22, 26) y
[26, 30] 2

Se a média de alcatrdo na amostra foi de 20,4 mg, qual o valor de x-y?
a)6

b) 8

c) 10

d) 12

e) 14

Comentarios:

Vamos reescrever a tabela multiplicando os pontos médios de cada classe por suas respectivas frequéncias:

Alcatrdao (mg)jpontos médios(x)JFrequéncia (f)
) 12 2 24

[10, 14

[14, 18) 16 4 64
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[18, 22) 20 X 20x

[22, 26) 24 y 24y

[26, 30] 28 2 56
Total 30 144+20x+24y

Conforme informado no enunciado, a média é igual a 20,4 e o total das frequéncias (amostra) é igual a 30.
Assim, temos que:

144 + 20x + 24y
30

144 + 20x + 24y
20,4 = 30

144 + 20x + 24y = 20,4 x 30
144 + 20x + 24y = 612
20x + 24y = 612 — 144

20x + 24y = 468

X =

Para simplificar, podemos dividir tudo por 4:
5x + 6y = 117
Sabemos que o total da amostra é 30, entdo, temos:
2+4+x+y+2=30
x+y=30-8
x+y=22
x=22—-y
Substituindo x na equacado anterior, temos:
5x + 6y =117
5x(22—-y)+6y =117
110 — 5y + 6y = 117
y=117-110=7
Ja podemos encontrar o valor de x:
x=22-y
x=22-7=15

A diferenga entre x e y é:
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Gabarito: B.
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AVISO IMPORTANTE!

(. 9]

SE LIGA!

0l3, alunos (as)!

Informamos que ndo temos mais questées da banca, referente ao assunto tratado na aula de hoje, em
virtude de baixa cobranca deste topico ao longo dos anos. No entanto, para complementar o estudo e deixar
sua preparag¢ao em alto nivel, preparamos um caderno de questdes inéditas que servird como treino e
aprimoramento do conteudo.

Em caso de duvidas, ndo deixe de nos chamar no Férum de duvidas!

Bons estudos!

Estratégia Concursos
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QuesTo6Es CoMENTADAS — INEDITAS

Média Ponderada

1. (INEDITA/2022) A média aritmética ponderada das notas obtidas por Diego nas disciplinas
cursadas no semestre passado foi igual a 8,7. A nota mais alta obtida por ele foi 9,1, em uma
disciplina que tem peso 6 no computo da média. A média aritmética ponderada das notas
obtidas nas outras disciplinas que ele cursou foi igual a 8,3, sendo que todas tinham peso 2. O
numero de disciplinas cursadas por André, no semestre passado, foi

a)4d
)
)

o O

o

5
6
)7
e)8

Comentarios:

A média ponderada ¢é calculada por meio da férmula apresentada a seguir, em que p é o peso de
cada disciplina cursada:

x1p1+x2p2+~~-+x2pn

X =
p1+p2+...+pn

Sabemos que o aluno alcangou a nota 9,1 na disciplina de peso igual a 6 e que atingiu 8,3 nas
disciplinas de peso igual a 2, porém, ndo sabemos quantas disciplinas foram cursadas. Assim,
supondo que o aluno cursou n disciplinas, temos que:

9,1x6+(n—1)x8,3x2
6+(n—1)x2

8,7X[6 + (n — 1)X2] = 9,1x6 + (n — 1)X8,3x2
52,2 + 17,4 X (n — 1)= 54,6 + 16,6X(n — 1)
0,8 x(n—-—1)=24

8,7 =

n—1=3
n=4

Gabarito: A.

2. (INEDITA/2022) Um grupo composto por 8 pessoas tem média de idade igual a 30 anos. A
média aritmética das idades das mulheres desse grupo é 27 anos e a média dos homens é 35
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anos. Sabendo-se que a média das idades das mulheres e do homem mais velho é igual a 32
anos, pode-se concluir que a idade, em anos, do homem mais velho é igual a:

a) 53
b) 54
c) 55
) 56
) 57

o

e

Comentarios:

A média ponderada das idades é calculada por meio da férmula apresentada a seguir, em que h
e m sdo, respectivamente, o nimero de homens e mulheres:

hx354+mx27
h+m

x =
Sabemos que a média de idade dos homens é 35 e que a média de idade das mulheres é 27.

Também conhecemos a média do grupo, que ¢é igual a 30. Contudo, ndo sabemos quais sdo os

valores de h e m.
hx35+(8—h)x27 _ 8xh+216

30 = 5 = 3
240 = 8xh + 216
24 = 8xh
h=3

h+m=8>m=275

Agora que ja& conhecemos o nimero de mulheres, podemos calcular a idade do homem mais

velho:

_ v+5x27
32 = 1+5

6X32 = v + 5%X27
192 = v + 135
v =192 — 135 = 57
Gabarito: E.

3. (INEDITA/2022) Em uma sala com 25 alunos, a altura média é 145 cm. Se a sala for dividida em
dois grupos, A e B, as médias das alturas dos grupos A e B serao, respectivamente, 128 cm e
153 cm. A diferenca entre o nimero de alunos dos dois grupos é

a) 6
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Comentarios:

A média ponderada das alturas é calculada por meio da férmula apresentada a seguir, em que 4
e B sdo, respectivamente, os numeros de alunos nos grupos A e B:

_ Ax128+Bx153
145 = A+B
Como A + B = 25, temos:
_ Ax128+Bx153
145 = —
145 — Ax128+(25-4)x153

25
145x25 = Ax128 + (25 — A)x153
145%25 = Ax128 + 153x25 — A x 153
AX25 = 8x25
A=28

A+ B = 25=B =17
Agora, calculando a diferenca entre A e B:

B—-—A=17-8=9
Gabarito: D.
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QuesTo6Es CoMENTADAS — INEDITAS

Média para Dados Agrupados

1. (INEDITA/2022) A distribuicdo das alturas de um grupo de 16 atletas de uma equipe esportiva
é apresentada na tabela a seguir:

Intervalo de Alturas | Quantidade

1,60 - 1,70 3
1,70 + 1,80 3
1,80 + 1,90 4
1,90 + 2,00 3
2,00+ 2,10 3

Levando-se em consideracao a tabela, a altura média desses desportistas é:
a) 1,85m
b) 1,75m
c) 1,65m
d) 1,95m
e) 2,05m

Comentérios:

Como a distribuicdo é simétrica, a média serd o valor central da distribuicdo, portanto, a média
vale 1,85. Embora j& saibamos o valor da média, vamos ver como podemos calcula-la. Primeiro,
devemos calcular os pontos médios de cada intervalo e multiplicar cada ponto médio pela
respectiva frequéncia:

Intervalo de Alturas JPonto Médio (PM)

1,60 - 1,70 1,6 4,9
1,70 - 1,80 1,75 3 5,25
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1,80 + 1,90 1,85 4 7.4
1,90 + 2,00 1,95 3 5,85
2,00+ 2,10 2,05 3 6,15

16 29,6

Agora, a média é o resultado da divisdo entre os dois totais:

- 296 _
X === 1,85

Gabarito: B.

2. (INEDITA/2022) Uma empresa em seu quadro de funcionarios um total de 30 funcionarios,
todos com idade variando entre 30 e 39 anos, conforme apresentado na tabela a seguir:

30 5
31 3
32 1
33 4
34 6
35 3
36 2
37 0
38 2
39 4

Levando-se em consideracdo a tabela, a idade média desses funcionarios é:
a) 33
b) 34
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c) 35
d) 36
e) 37

Comentarios:

Observem que a questdo pede a média de dados agrupados por valor. Para calcularmos a média,
basta adicionarmos uma coluna para armazenar o produto entre idade e quantidade, somar
todos os produtos e dividir esse valor pela quantidade de funcionarios

ldade x Quantidade

30 ) 30x5=150
31 3 31x3=93
32 1 32x1=32
33 4 33 x4 =132
34 6 34 x 6 =204
35 3 35x3 =105
36 2 36x2=72
37 0 37x0=0
38 2 38x2=76
39 4 39x4 =156
Total 30 1.020

Portanto, a média é o resultado da divisdo entre os dois totais:

1.020

20— >4

X =

Gabarito: B.
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QuesTo6Es CoMENTADAS — INEDITAS

Média Geométrica

1. (INEDITA/2022) Jodo tirou 8,0 nas duas primeiras provas de fisica. Confiante em sua
aprovacao, ele ndo estudou para a Ultima prova e obteve um péssimo resultado. Jo&o tirou 1,0
na terceira prova.

Considerando essa situacao hipotética, a média geométrica das notas de Joao foi:

a) 2
)

O

)

g)

o

3
4
)5
e) b

Comentarios:
A média geométrica de trés nimeros a, b e ¢ é determinada pela raiz clbica do produto desses
trés valores:

G = Jabc = \[8x8x1 = 4
Gabarito: C.

2. (INEDITA/2022) A média aritmética entre dois nUmeros éx=75, enquanto a a média
geométrica G = 4. O maior dentre os dois nimeros desconhecidos é:

Comentarios:
A média geométrica de dois nimeros a e b é determinada pela raiz quadrada do produto desses
dois valores:

2
G =+ab=>G = ab
A média aritmética de dois nimeros é igual a soma desses nimeros dividida por 2:
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Multiplicando todos os termos por b, temos que:
2xb = ab + b’
Substituindo ab por G
2xb =G + b’
'~ 2xb + G =0
2

A= 4x — 4G

_ —2 — 2
20+ 4x —4G" 2+2\x -G — —2 2
b = 5 = 5 =x+\Vx — G

b =54+1/5° — 4° = 5425 — 16 = 5++/9 = 543

Portanto, o maior valor dentre os dois nimeros desconhecidos deve ser igual a 8.

Gabarito: C.

3. (INEDITA/2022) Sejam a e b dois nimeros reais e positivos, em que a > b, tais que a média
aritmética e a média geométrica entre eles, respectivamente, sejam iguais a 45 e 27. Dessa
forma, a divisdo de a por b serd igual a

Comentarios:
A média geométrica de dois nimeros a e b é determinada pela raiz quadrada do produto desses
dois valores:

G =-Jab=ab = 27" = 729
ab = 729
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A média aritmética de dois nimeros é igual a soma desses nimeros dividida por 2:

a+b
2

=a + b = 2x45 = 90

X

a+ b =090

Multiplicando todos os termos por b, temos que:

ab + b" = 90b
Substituindo ab por 729:

90b = 729 + b°
b> — 90b + 729 = 0

A = 4x45% — 4x729
A = 4x2025 — 4X729
A = 4x1296

p = 2X4504x1296 _ 4= 1906 — 45 _ 36 = 9

2
a+ b =90=a = 81

Portanto, a divisdo de a/b = 9.

Gabarito: C.
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QuesTo6Es CoMENTADAS — INEDITAS

Média Harmonica

1. (INEDITA/2022) Uma comissdo analisou metade de um lote de processos ao ritmo de 30
processos por dia. Com a equipe reforcada, a outra metade foi analisada a um ritmo de 270
processos por dia. O ritmo médio de analise dos processos foi de

a) 52

b) 54

c) 56

o

) 58
e) 60
Comentarios:

Utilizamos a média harmonica quando os dados do conjunto sdo grandezas inversamente

proporcionais, como o ritmo médio de anélise. Assim, temos que:

H = 1 2 2ab __ 2x30x270 __ 2x30x270 __ 54
T L+bb T a+b ~ 304270 300 -
72 a

Portanto, o ritmo médio foi de 54 processos por dia.
Gabarito: B.

2. (INEDITA/2022) Existem duas torneiras para encher um tanque vazio. A primeira consegue
enché-lo em 24 minutos; a segunda em 48 minutos. Se ambas forem abertas ao mesmo tempo,
as duas torneiras conseguem encher o tanque em:

a) 12 minutos

b) 16 minutos

c) 20 minutos

d) 24 minutos

e) 28 minutos

Comentarios:

Utilizamos a média harménica quando os dados do conjunto sdo grandezas inversamente

proporcionais, como o tempo médio das duas torneiras. Assim, temos que:

1 2 96
H = . == = —3 = 32
48

24 ' 48
2

Nesse caso, devemos tomar bastante cuidado, pois 32 horas é o tempo que, em média, cada
torneira leva para encher o tanque individualmente. Como elas serdo ligadas simultaneamente
em um Unico tanque, precisamos dividir esse tempo por 2. Portanto, as duas torneiras enchem o

tanque em 16 minutos.
Gabarito: B.
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QuesTo6Es CoMENTADAS — INEDITAS

Desigualdade das Médias

1. (INEDITA/2022) As médias harmdnica (H), geométrica (G) e aritmética (A) de dois nUmeros a e
b positivos quaisquer mantem entre si uma relacdo. Com base nessa relagdo, supondo-se que a
média harmonica seja igual a 5 e a média geométrica igual a 7, o menor valor que a média
aritmética pode assumir é:

Comentarios:
A relagdo mencionada na questdo é a desigualdade das médias, isto é:

A=G=H
Como a questdo nosdizque H = 5e G = 7, temos que:
A=7=5
A=7
Logo, o menor valor que a média aritmética pode assumir é 7.
Gabarito: C.
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Média Aritmética Simples

1. (CESGRANRIO/CEF/2021) Recentemente, a Organizagdo Mundial da Saiide (OMS) mudou suas diretrizes
sobre atividades fisicas, passando a recomendar que adultos fagam atividade fisica moderada de 150 a 300
minutos por semana. Seguindo as recomendagdes da OMS, um motorista decidiu exercitar-se mais e,
durante os sete dias da ultima semana, exercitou- se, ao todo, 285 minutos. Quantos minutos diarios, em
média, o motorista dedicou a atividades fisicas na ultima semana?

a) Mais de 46 min

b) Entre 44 e 46 min
c) Entre 42 e 44 min
d) Entre 40 e 42 min

e) Menos de 40 min
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GABARITO - CESGRANRIO

Média Aritmética Simples

1. LETRAD
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Média para Dados Agrupados

1. (CESGRANRIO/BASA/2022) A Tabela abaixo representa as frequéncias referentes aos resultados de
alcatrdao (mg) encontrados em cigarros sem filtro, a partir de uma amostra de 30 cigarros selecionados de

Alcatrdo (mg)

varias marcas.

[10, 14) 2
[14, 18) 4
[18, 22) X
[22, 26) y
[26, 30] 2

Se a média de alcatrdo na amostra foi de 20,4 mg, qual o valor de x-y?
a)6

b) 8

c) 10

d) 12

e) 14
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GABARITO - CESGRANRIO

Média para Dados Agrupados

1. LETRAB
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Lista bE QuesToes — INEDITAS

Média Ponderada

1. (INEDITA/2022) A média aritmética ponderada das notas obtidas por Diego nas disciplinas
cursadas no semestre passado foi igual a 8,7. A nota mais alta obtida por ele foi 9,1, em uma
disciplina que tem peso 6 no computo da média. A média aritmética ponderada das notas
obtidas nas outras disciplinas que ele cursou foi igual a 8,3, sendo que todas tinham peso 2. O
numero de disciplinas cursadas por André, no semestre passado, foi

a)4
)
)
)
)

o O

o

5
6
7
e)8

2. (INEDITA/2022) Um grupo composto por 8 pessoas tem média de idade igual a 30 anos. A
média aritmética das idades das mulheres desse grupo é 27 anos e a média dos homens é 35
anos. Sabendo-se que a média das idades das mulheres e do homem mais velho é igual a 32
anos, pode-se concluir que a idade, em anos, do homem mais velho ¢é igual a:

a) 53
b) 54
c) 55
) 56
) 57

o

e

3. (INEDITA/2022) Em uma sala com 25 alunos, a altura média é 145 cm. Se a sala for dividida em
dois grupos, A e B, as médias das alturas dos grupos A e B serao, respectivamente, 128 cm e
153 cm. A diferenca entre o nimero de alunos dos dois grupos é
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GaBariTo — INEDITAS

Média Ponderada

1. LETRAA 2. LETRAE 3. LETRAD
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Lista bE QuesToes — INEDITAS

Média para Dados Agrupados

1. (INEDITA/2022) A distribuicdo das alturas de um grupo de 16 atletas de uma equipe esportiva
é apresentada na tabela a seguir:

Intervalo de Alturas | Quantidade

1,60 - 1,70 3
1,70 + 1,80 3
1,80 + 1,90 4
1,90 + 2,00 3
2,00+ 2,10 3

Levando-se em consideracao a tabela, a altura média desses desportistas é:
a) 1,85m
b) 1,75m
c) 1,65m
d) 1,95m
e) 2,05m

2. (INEDITA/2022) Uma empresa em seu quadro de funcionarios um total de 30 funcionarios,
todos com idade variando entre 30 e 39 anos, conforme apresentado na tabela a seguir:

30 5
31 3
32 1
33 4
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34 6
35 3
36 2
37 0
38 2
39 4

Levando-se em consideracdo a tabela, a idade média desses funcionarios é:

a) 33

b) 34

c) 35

d) 36
) 37

e
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GaBsariTo — INEDITAS

Média para Dados Agrupados

1. LETRAB 2. LETRAB
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Lista bE QuesToes — INEDITAS

Média Geométrica

1. (INEDITA/2022) Jodo tirou 8,0 nas duas primeiras provas de fisica. Confiante em sua
aprovacao, ele ndo estudou para a Ultima prova e obteve um péssimo resultado. Jo&o tirou 1,0
na terceira prova.

Considerando essa situacao hipotética, a média geométrica das notas de Joao foi:

a) 2
)
)

o O

o

3
4
)5
e) b

2. (INEDITA/2022) A média aritmética entre dois nimeros éx=75, enquanto a a média
geométrica G = 4. O maior dentre os dois nUmeros desconhecidos é:

3. (INEDITA/2022) Sejam a e b dois nUmeros reais e positivos, em que a > b, tais que a média
aritmética e a média geométrica entre eles, respectivamente, sejam iguais a 45 e 27. Dessa
forma, a divisdo de a por b serd igual a
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GaBariTo — INEDITAS

Média Geomeétrica

1. LETRAC 2. LETRAC 3. LETRAC
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Lista bE QuesToes — INEDITAS

Média Harmonica

1. (INEDITA/2022) Uma comissdo analisou metade de um lote de processos ao ritmo de 30
processos por dia. Com a equipe reforcada, a outra metade foi analisada a um ritmo de 270
processos por dia. O ritmo médio de analise dos processos foi de

a) 52

b) 54

c) 56

o

) 58
e) 60
2. (INEDITA/2022) Existem duas torneiras para encher um tanque vazio. A primeira consegue
enché-lo em 24 minutos; a segunda em 48 minutos. Se ambas forem abertas ao mesmo tempo,
as duas torneiras conseguem encher o tanque em:

a) 12 minutos
b) 16 minutos
c) 20 minutos

d) 24 minutos
e) 28 minutos
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GaBariTo — INEDITAS

Média Harmonica

1. LETRAB 2. LETRAB
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Lista bE QuesToes — INEDITAS

Desigualdade das Médias

1. (INEDITA/2022) As médias harmdnica (H), geométrica (G) e aritmética (A) de dois nUmeros a e
b positivos quaisquer mantem entre si uma relacdo. Com base nessa relagdo, supondo-se que a
média harmonica seja igual a 5 e a média geométrica igual a 7, o menor valor que a média
aritmética pode assumir é:
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GaBariTo — INEDITAS

Desigualdade das Médias

1. LETRAC

a Banco do Brasil (Escriturario - Agente de Tecnologia) Probabilidade e Estatistica - 2023 (P6s-Edital)

www.estrategiaconcursos.com.br 106




PIRATARIA £ CRIME.

Mas é sempre bom revisar o porqué e como vocé pode ser prejudicado com essa pratica.

Professor investe seu tempo
para elaborar os cursos e o
site os coloca avenda.

Pirata cria alunos fake
praticando falsidade
ideoldgica, comprando

cursos do site em nome de
pessoas aleatdrias (usando
nome, CPF, endereco e telefone
deterceiros sem autorizacéo).

Pirata fere os Termos de Uso,
adulteraasaulaseretiraa
identificacio dos arquives
PDF (justamente porque a
atividade & ilegal e ele ndo
quer que seus fakes

sejam identificados).

Concurseiro(a) desinformado
participa de rateio, achando

que nada disso esta acontecendo
eesperando se tornar servidor
publico para exigiro
cumprimento das leis.

Pirata divulga ilicitamente
(grupos de rateio), utilizando-se
tlo anonimato, nomes falsos ou
laranjas (geralmente o pirata se
anuncia como formador de
"grupos solidarios” de rateio
fue ndo visam lucro).

Pirata compra, muitas vezes,
clonando cartdes de crédito
(por vezes o sistema anti-fraude
nao consegue identificar

o golpe a tempo).

Pirata revende as aulas
protegidas por direitos autorais,
praticando concorréncia desleal
e em flagrante desrespeito a

Lei de Direitos Autorais

(Lei 9.610/98).

0 professor gue elaborou o
curso nao ganha nada, o site
nio recebe nada, e a pessoa
que praticou todos os ilicitos
anteriores (pirata) fica

com o lucro.

Deixando de lado esse mar de sujeira, aproveitamos para agradecer a todos

que adquirem os cursos honestamente e permitem que o site continue existindo.




