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VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Conceitos Iniciais

Introducao a Estatistica Inferencial

Com esta aula, estamos iniciando os estudos em Estatistica Inferencial ou Inferéncia Estatistica,
que é o ramo da Estatistica que nos ajuda a tirar conclusdes a respeito de um todo (que chamamos
de populagéo) a partir das observagdes feitas em uma parte dessa populagédo (que chamamos de
amostra). A inferéncia é uma técnica importante, pois normalmente ndo é possivel conhecer a
informacédo exata (por exemplo, altura, idade, salério, etc.) para toda a populagao.

Por exemplo, para conhecer a altura média dos brasileiros, os 6rgaos responsaveis por essa
estatistica NAO verificam a altura de TODOS os brasileiros para conhecer exatamente a sua média.
Em vez disso, é selecionada uma amostra de brasileiros, a partir da qual sao feitas as medi¢oes
necessarias. Por fim, com base nessas medigdes da amostra, sdo feitos os célculos necessarios para
tirar conclusdes a respeito da altura média da populagao de brasileiros.

Vamos destacar os seguintes conceitos do processo que acabamos de descrever:

e A caracteristica numérica da populagao que se deseja conhecer (no nosso exemplo, a altura
média da populacao de brasileiros) é chamada de parametro populacional;

e A medida correspondente feita na amostra (no caso, a altura média dos brasileiros da
amostra selecionada) é chamada de parametro de estimativa ou estatistica da amostra;

e As conclusdes a respeito da populagdo feitas a partir da amostra sao chamadas de
inferéncia.

As etapas desse processo de inferéncia estdo representadas abaixo:

( Selecionar uma \ (Calcular a estatistica \ ( Inferir o parametro \

amostra da amostra populacional
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Hoje, vamos comecar a estudar a base que permeia o processo.
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A inferéncia do parametro populacional ndo é uma informacao exata, a qual seria obtida somente
se toda a populacdo fosse verificada. Como os célculos sdo feitos a partir de uma amostra,
somente, os resultados vdo depender da amostra selecionada. Ou melhor, vao variar de acordo
com a amostra. Por isso, dizemos que as medidas obtidas a partir da amostra séo variaveis
aleatérias!

Variaveis Aleatdrias

A definicdo de variavel aleatéria, ou simplesmente v.a., é uma fungdo que associa um nimero real
a cada ponto amostral, isto é, a cada elemento do Espago Amostral. Com isso, passamos a ter uma
caracterizagdo numérica do resultado de um experimento ou fendémeno aleatdrio.

Quando utilizamos o nimero 0 (zero) para representar a face CARA e o nimero 1 para representar
a face COROA, criamos justamente uma variavel aleatérial Outro exemplo de varidvel aleatdria é
atribuir o nmero indicado na face superior do dado {1,2,3,4,5,6} ao resultado do seu langamento.

Assim como os resultados dos experimentos e fendmenos que representam, os valores das
variaveis aleatérias também sao incertos (varidveis que apresentam valores certos, com resultados
previamente conhecidos, ndo sdo varidveis aleatérias). Apesar dessa incerteza, os resultados das
variaveis aleatérias apresentam certo padrao, o que torna possivel lhes atribuir probabilidades.

Por exemplo, se denotarmos a varidvel que representa o lancamento de uma moeda equilibrada

por X, entdo a probabilidade de termos X = 0 (o que equivale a probabilidade de obtermos a face
CARA) é:

P(X = 0) = resultados favoraveis (CARA) 1
~ 7" resultados possiveis (CARA, COROA) 2

Note que mudamos um pouco a forma que escrevemos a probabilidade, pois agora estamos
associando-a a uma variavel aleatéria e ndo mais a um evento. Por isso, em vez de escrevé-la como
P(A), para representar o evento A, estamos utilizando a forma P(X = 0). Alternativamente, podemos
utilizar a forma P(0).

Da mesma forma, a probabilidade de termos X = 1 (face COROA) é:

P(X =1) = resultados favoraveis (COROA) 1
~ 7" resultados possiveis (CARA, COROA) 2

Se denotarmos a varidvel que representa o resultado do langamento de um dado equilibrado por
Y, entdo a probabilidade de termos Y = 1 é:


Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar


PY = 1) = resultados favoraveis 1
~ 77 resultados possiveis 6

A probabilidade de qualquer outro resultado do dado é a mesma:

1 1 1 1 1

P(Y=2)=- P(Y=3)=- P(Y=4)=- P(Y=5)=~ P(Y=6)=-—

v==: P¥=3=z P¥=4H=y P¥=5=; PY=6=:

Nesses dois exemplos, as varidveis aleatérias sdo discretas, pois a quantidade de valores que elas

podem assumir é enumeravel (isto é, contavel). No caso da moeda, ha 2 possiveis resultados; para

o dado, ha 6 possiveis resultados. Normalmente, os valores possiveis de uma variavel discreta sao
ndmeros racionais.

¢

O conjunto dos numeros racionais (Q) engloba os nimeros inteiros e decimais
(finitos ou infinitos com dizima periédica), ou seja, todos os nimeros que podem
ser descritos em forma de fragdo.

N3o estdo englobados os nimeros irracionais (I), isto é, os nUmeros infinitos sem
dizima periédica, como as constantes © = 3,1415... e o nUmero neperiano e =
2,718...

Juntos, os racionais e irracionais formam o conjunto dos nimeros reais (R).

Por outro lado, héa varidveis aleatérias continuas, cujos resultados ndo sdo enumeraveis. Essas
podem assumir quaisquer valores dentro de um intervalo (ou conjunto de intervalos). Por exemplo,
suponha que a variavel Z represente a quantidade de agua que um brasileiro ingere em um dia.
Assim, Z pode assumir qualquer valor desde OL até 5L (imagino). O intervalo de uma variavel
continua pode ser, ainda, infinito (por exemplo, todos os nimeros reais).

Para varidveis continuas, ndo podemos atribuir probabilidades aos seus resultados. Ou seja, ndo
podemos calcular a probabilidade de um brasileiro beber exatamente 2L de 4gua em um dia, isto
é, exatamente 2,000000... litros, nem um milésimo de litro a mais nem a menos. Podemos apenas
atribuir probabilidades a um intervalo, por exemplo, entre 1,95L e 2,05L e mensurar os resultados
obtidos.
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SE LIGA!

Para varidveis continuas, ha infinitos valores possiveis. Porém, ndo é essa
caracteristica que distingue os dois tipos de varidvel aleatéria. Isso porque as
variaveis discretas também podem assumir um nimero infinito de valores, desde
que tais valores sejam enumeraveis.

Por exemplo, suponha que uma varidvel aleatéria represente o nimero de carros
que chegam em um pedagio. Essa varidvel poderd assumir os valores 1, 2, 3, ...
N&o ha um limite para a varidvel, pois sempre sera possivel chegar mais um carro.
Portanto, hé infinitos valores possiveis. Entretanto, esses valores sdo enumeraveis

(contaveis), pois nunca aparecerd meio carro, ou qualquer outra parcela de carro.

Em resumo, as Varidveis Aleatérias Discretas e Continuas possuem as seguintes caracteristicas:

Variaveis Aleatdrias ¢ Quantidade de valores possiveis é enumeravel (finito ou ndo)
Discretas e Atribuimos probabilidades a resultados especificos

e Assumem qualquer valor dentro de um intervalo
e Os resultados possiveis sdo infinitos e ndo enumeraveis
e Nao atribuimos probabilidade a resultados especificos, apenas a intervalos

Variaveis Aleatérias
Continuas

HORA DE

PRATICAR!

: (CESPE/2005 - Secretaria de Educagao/MG) A identificagdo do tipo de varidvel é um requisito :
importante para a escolha do teste estatistico mais adequado. Acerca das variaveis, julgue o i
| seguinte item. '

: Os valores das varidveis quantitativas discretas ndo podem ser contados, mas apenas mensurados. :
: Comentarios:

i Os valores das varidveis discretas podem ser contados, enquanto os valores das varidveis continuas :
i ndo podem ser contados, apenas mensurados.


Victor
Retângulo


Gabarito: Errado.

(2017 — SEDUC/MT) Sobre as varidveis serem discretas ou continuas, analise as afirmativas abaixo,
: dé valores Verdadeiro (V) ou Falso (F).

: () A contagem do nimero de alunos dentro de uma sala de aula s6 pode ser uma variavel discreta, :
i pois € um nUmero inteiro racional e positivo.

: () A contagem da quilometragem de um corredor em uma pista circular € uma varidvel continua,
i pois este valor pode assumir qualquer valor dentro do intervalo real, no caso multiplos de 1 (pi).

i () O caso do termdémetro analdégico (de mercurio), a varidvel representada nele é uma variavel :
: discreta, pois aceita todos os valores intermedirios entre duas temperaturas a e b.

Assinale a alternativa que traga, de cima para baixo, a sequéncia correta.
aV,V, F

bV, V,V

OV.FV

dF FV

e)F,V,F

Comentarios:

i Em relagao ao primeiro item, o nimero de alunos dentro de uma sala é, de fato, uma variavel :
: discreta, pois os alunos podem ser enumerados. O ndmero de alunos é um numero racional e i
i positivo. Portanto, a afirmativa é verdadeira. :

i Em relagdo ao segundo item, a disténcia percorrida por um corredor é uma varidvel continua, pois :
i pode assumir quaisquer valores reais, dentro de determinado intervalo, inclusive valores multiplos :
: de m, por se tratar de uma circunferéncia. Portanto, a afirmativa é verdadeira.

: Em relacdo ao terceiro item, por aceitar todos os valores intermediarios entre quaisquer duas :
i temperaturas, os resultados de um termometro analdgico correspondem uma variavel continua. :
! Portanto, a afirmativa é falsa.

Assim, a sequéncia correta éV, V, F.

Gabarito: A

.......................................................................................................................................................................................... -



VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Aqui, trataremos apenas de varidveis aleatérias discretas. Como ja sabemos, para essas variaveis,
podemos atribuir probabilidades a resultados especificos. E possivel calcular a probabilidade de a
face superior do dado lancado ser especificamente igual a 1, por exemplo.

Ou seja, sendo x um resultado possivel para a varidvel X (no nosso exemplo, temos x = 1), entado
podemos calcular a probabilidade de a varidvel X assumir tal resultado, isto é, X = x:

P(X =x)

No langcamento de um dado, a probabilidade de obter a face X = 1 (ou qualquer outra face) é:

1
P(le):g

Agora, vamos supor que tenhamos testado um medicamento em uma amostra de 100 pessoas,
das quais 80 pessoas apresentaram melhora em seu quadro. Entdo, podemos representar os
resultados obtidos pela varidvel Y e dizer que Y = 1 representa o resultado de melhorae Y =0
representa o resultado em que nao houve melhora. Assim, a probabilidade de ter Y = 1 é:

80
P(Y=1) =

m20,8

Em outras palavras, podemos definir a probabilidade dessa variavel como:

n(y =y)

P(Y=y)= ()

Em que n(Y =y) representa a frequéncia do resultado Y =y (nesse exemplo, calculamos a
probabilidade de Y = 1); e n(U) representa a quantidade de todos os resultados possiveis.

Se estivéssemos observando os resultados em uma amostra, n(Y = y) representaria o nimero de
vezes em que foi observado o resultado y; e n(U) representaria o nimero total de observacdes da
amostra, chamado de tamanho amostral.
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Chamamos essa fungdo que atribui uma probabilidade a um resultado de uma variavel aleatéria
discreta de fungdo de probabilidade.

Por se tratar de uma probabilidade, essa funcao satisfaz aos axiomas de probabilidade: P > 0 e

P(U) = 1.
)
v TOME
NOTA!

i) P(X = x) = 0, pois ndo ha probabilidade negativa;

ii) Somatoério das probabilidades de todos os possiveis resultados é igual a 1,
pois a probabilidade de todo o Espago Amostral é P(U) = 1.

Vimos que para o langamento de um dado, a probabilidade de todos os resultados é P(X =1) =
PX=2)=PX=3)=PX=4)=PX=5)=PX=6)= %, o que atende a primeira condicdo,
por se tratar de um valor positivo, e também a segunda condicao, pois:

PX=1D+PX=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X =6) =

1

+ —6—1
6 6

1+1+1
6 6

L
6 6 6

No exemplo dos medicamentos, observamos que a frequéncia de pessoas que apresentaram
melhora foi P(Y = 1) = 0,8. Entdo, para que o somatdrio de todos os possiveis resultados seja P(U)
= 1, entdo a frequéncia de pessoas que ndo apresentaram melhora é:

PY=0=1-P(Y=1)=1-08=0,2

Assim, observamos que esse exemplo atende as 2 condigdes da fungdo de probabilidade, isto é,
todos os valores y apresentam valores de probabilidade ndo negativos, P(Y =y) >0, e a soma
das probabilidades de todos os possiveis valores é P(U) = 1.

Em vez de apresentar resultados fixos, como os que acabamos de ver, a funcdo de probabilidade
P(X = x) também pode ser definida como uma fungéo do valor de x, como no exemplo a seguir.


Victor
Destacar


&)

EXEMPLIFICANDO
A funcdo de probabilidade pode ser definida como:
P(x=1)= 3i1_1 parax =2, 3,4,..
Ou seja, para x = 2, temos:
P(x=2)=gg=m=1
Para x = 3, temos:
P(x=3)=g5=0=1

A funcdo de probabilidade pode ser qualquer fungdo que atenda as 2 condigdes: ndo haver valores
negativos; e o somatério de todos os resultados possiveis ser igual a 1.

%)

EXEMPLIFICANDO

Vamos definir a seguinte fungdo de probabilidade, para um valor de k que ainda
ndo conhecemos:

P(X=x)=%parax=’|,2,3e4

Ou seja, as probabilidade de X =1, X =2, X =3 e X =4 séo:
—_ 1)1 —2) =2 —n =3 —4) =2
PX=1)=-, P(X=2)=-, P(X=3)=-, P(X=4)=1

E como descobrimos o valor de k? Considerando a condi¢cdo de que o somatério
de todas as probabilidades ¢ igual a 1:

PX=1D+PX=2)+PX=3)+P(X=4)=1

1,234
k k k k
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1+243+4 _ 10 _ 4
k k

k=10

Agora, podemos conhecer todas as probabilidades:

1 2 3 4
PX=1) == PX=2)=2, PX=3)=2, PX=4)==

10’

PRATICAR!

(2014 - Fundagédo Jodo Pinheiro/MG) A férmula P(x) = 3k/x representa a distribuicdo de
i probabilidade de uma varidvel aleatéria, para x = 1,7,9. Portanto P(1 < x < 7) é igual a :

: a) 27/237

b) 23/63

c) 1/3

d) 216/237

 ¢) 210/23

Comentarios:

Sabendo que a x pode assumir 1, 7 ou 9, a soma dessas probabilidades deve ser igual a 1:

Px=1)+Px=7)+P(x=9)=1

3k 3k 3k
179!
3kx63+3kx9+3kx7 3kx(63+9+7) 3kx(79)
63 B 63 63
3k x 79 = 63
63
: 3k = =
Portanto, a probabilidade de x é:
i 3k 63
PX=x)= ~ T 7o

Agora, podemos calcular o valorde P(1 < X < 7):

PA<X<7)=PX=1)+PX=7)



63 63
PE=D=731"79
63 9
: PX=D=0537"75
A soma sera, portanto:
P(1<X<7) =§+122
: - 79 79 79
Multiplicando o numerador e o denominador desse resultado por 3, obtemos a resposta:
. P(1§x£7)=7—2=g
79 237

O conjunto dos pares (x, P(X = x)), isto é, o valor da varidvel e sua respectiva probabilidade, é
chamado de distribuicdo de probabilidade da variavel.

Uma forma de representa-la é por meio de uma tabela relacionando o valor da varidvel com a sua
probabilidade. A seguir, apresentamos a distribuicdo de probabilidade para o lancamento de um
dado equilibrado, em forma de tabela.

X; P(X = x;)
1
1 _
6
2 1
6
1
3 _
6
1
4 _
6
1
5 -
6
1
6 _
6
z P(X = x,) 1
i

Também é possivel utilizar um gréfico de barras, com os valores da varidvel no eixo das abcissas
(eixo horizontal) e os respectivos valores de probabilidade no eixo das ordenadas (eixo vertical).
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Para permitir uma melhor visualizagdo da ferramenta, vamos supor um dado viciado (ndo
equilibrado), com a distribuicao de probabilidades apresentada no grafico a seguir:

Distribuicao de Probabilidades
Dado Viciado

30%
25%

20%
15%
1% I
o Il
1 2 3 4 5 6

Podemos observar que a distribuicdo de probabilidades de cada face do dado viciado,
representada na tabela acima, corresponde a distribuicdo representada na tabela abaixo:

X; P(X =x;)
1 5% = 0,05
2 10% = 0,10
3 15% = 0,15
4 20% = 0,20
5 25% = 0,25
6 25% = 0,25

Z P(X =x;) 1

Pontue-se que o gréfico de barras é diferente do histograma, ilustrado abaixo.
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O histograma apresenta uma distribuicdo de frequéncias de dados para categorias de variaveis
continuas, como faixas de altura de uma populagdo, por exemplo, enquanto o grafico de barras
representa variaveis discretas. Por isso, ndo ha espaco entre as barras de um histograma, enquanto
ha espago em um gréfico de barras.

()

FIQUE

ATENTO!

Dizemos que duas ou mais varidveis aleatérias sdo independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d. ou IID) se todas as varidveis forem mutuamente independentes
entre si e tiverem a mesma distribuicdo de probabilidade, isto é, mesmos

(xi, P(x)).

Vamos supor, por exemplo, uma varidvel Y com a seguinte distribui¢do de probabilidades:

Vi P(Y =y;)
1 0,05
2 0,10
3 0,15
4 0,20
5 0,25
6 0,25

Z P(Y = y,) L

Podemos observar que a varidvel X referente ao dado viciado e esta varidvel Y apresentam os
mesmos resultados possiveis {1, 2, 3, 4, 5, 6} e as mesmas probabilidades associadas a cada
resultado possivel: P(1) = 0,05; P(2) = 0,10; P(3) = 0,15; P(4) = 0,20; P(5) = 0,25 e P(6) = 0,25.
Portanto, podemos dizer que X e Y apresentam a mesma distribuicdo de probabilidade.

Assim, se X e Y forem independentes, entdo concluimos que essas varidveis sdo independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.).
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PRATICAR!
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: (CESPE/2015 — Telecomunicacdes Brasileiras S.A.) Considerando que Yi, Yz, ..., Yi, ... sejam i
: varidveis aleatérias independentes que satisfazem P(Y; = j) = P(Y;=-)) = 1/2 paraj=1, 2, ..., julgue :
o item que se segue. :

i As variaveis aleatérias Y1, Y, ..., Ya, ... sd0 identicamente distribuidas.
: Comentarios:

: Para Ys, temos:

PYi=1)=P(Y1=-1)="2
Para Y;, temos:

' PV = 2) = P(Y: = -2) = %2
{ O que segue indefinidamente. Para um Y, qualquer, temos:

| P(Yo=n)=P(Yo=-n) ="

: Ou seja, os valores de probabilidade sdo os mesmos, mas os valores que a variadvel assume (que
i normalmente chamamos de x, mas o enunciado chamou de j), ndo sdo os mesmos. Portanto, as
: varidveis ndo sdo identicamente distribuidas.

Gabarito: Errado.



MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Neste toépico, veremos trés medidas de tendéncia central relevantes para distribuicdes de probabilidade,
quais sejam a esperang¢a, a moda e a mediana. O objetivo dessas medidas é resumir a posicdo central das
variaveis aleatdrias, no intuito de facilitar a analise dos seus resultados.

Esperanca Matematica

A esperanca matematica de uma variavel corresponde ao seu valor médio, podendo ser chamada também
de expectancia, valor esperado ou média.

Para ilustrar esse conceito, vamos supor que Maria enfrente transito de sua casa até o trabalho. Depois de
algum tempo fazendo esse trajeto, Maria tera alguma noc¢ao de quanto tempo ela costuma levar para chegar
no trabalho, isto €, uma média do tempo que ela leva.

Essa nocdo de quanto tempo se “costuma” ou se “espera” levar é justamente a esperanga da varidvel. Neste
ultimo exemplo, a esperanca corresponde ao tempo médio que a pessoa leva de casa ao trabalho; e no
exemplo da altura dos brasileiros, a esperanca corresponde a média de altura dos brasileiros.

Sendo X uma variavel aleatdria, a sua esperanca € indicada por E(X) ou piy.

Para os exemplos dos langcamentos de moedas ou dados, em que os resultados sdo equiprovaveis, a
esperanca corresponde a média aritmética dos resultados. Assim, para o lancamento de uma moeda, com
faces 0 e 1, temos:

0+1
E(X):TZO'S

Para o lancamento de um dado, com faces de 1 a 6, temos:

1+2+3+4+5+6 21
EY) = e =7 =35

Contudo, no caso geral, para qualquer variavel aleatodria discreta, a esperanca é calculada multiplicando-se
cada valor da variavel pela sua respectiva probabilidade, e, em seguida, somando-se todos os resultados.

&)

TOME

NOTA!

EX)=Yx.P(X =Xx)



Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar

Victor
Destacar


Aplicando essa formula geral® para a varidvel que representa o lancamento de uma moeda, em que
1 1
P(X=0) = EeP(X =1) = > temos:

E(X)—0><1+1><1—1
N 2 2 2

Para o lancamento de um dado, em que todas as probabilidades sdo de %, temos:

E(Y)=1 1+2><1+3 1+4x1+5x1+6x1
= )(— p— x_ — —_ —_
6 6 6 6 6 6

14+2+3+4+5+6 21
E(Y) = ; =—=35

Podemos efetuar esse mesmo calculo, a partir da tabela de distribuicio de probabilidade, criando uma
coluna com o produto de x; e P(x;). Assim, a esperanga corresponderd a soma de todas as linhas dessa
nova coluna.

X P(x;) xi. P(x;)
1 e 1x1/g=1/¢
2 e 2x /e =2/
3 ¥ 3x 6=
4 Ye 4x /g =14/
5 e 5x 1/c =5/,
6 Y 6x 1/ ="5/¢
rimedE SRR

1 Arigor, representamos o somatdrio junto a um indice i:

n

E(X) = Z % P(X = x,)
i=1
Esse indice deixa claro que estamos somando para os diferentes valores de i, desde i = 1 até i = n, ou seja, para
X1, X2, ey Xpy.

Porém, nesta aula, daremos preferéncia a notagdo sem o indice, no intuito de simplificar a férmula visualmente.
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PRATICAR!

: (2017 - Secretaria de Saide/RO) Uma variavel aleatéria discreta X tem valores possiveis 0, 1, 2 e 3 com
5 probabilidades respectivamente iguais a 0,2, 0,4, 0,3 e 0,1. A média de X é igual a :

a) 1,0.
: b)1,3.
c) 1,5.
i d) 1,8.
e) 1,9.
Comentarios:

: Vamos inserir as informacdes do enunciado na tabela de distribuicdo de probabilidade a seguir:

x P(x) x.P(x)

0 0,2 0x02=0
1 0,4 1x04=04
2 0,3 2x03=06
3 0,1 3x01=03

Assim, a esperanca é a soma da ultima coluna:
: E(X)=0+04+0,6+03=13
: Gabarito: B.

: (VUNESP/2019 — Prefeitura de Campinas/SP) Sabe-se que as probabilidades de um carro transportar 1, 2,
: 3, 4 ou 5 pessoas sdo de 0,05, 0,20, 0,40, 0,25 e 0,10, respectivamente. Se em uma cidade chegaram 400
carros, a estimativa de pessoas que chegaram é de :

i a) 1400.

b) 1600.

: ¢) 1260.

: d) 2000.

e) 1320

: Comentarios:

: A estimativa do numero de pessoas transportadas por carro corresponde a esperanga dessa dlstrlbwgao
: Inserindo as informacg&es do enunciado na tabela de distribuicdo, temos:



x P(x) x. P(x)

1 0,05 1x 0,05 =0,05
2 0,20 2x02=04
3 0,40 3x04=12
4 0,25 4x025=1
5 0,10 5x01=05

Assim, a esperanca é a soma da ultima coluna:
' E(X) =0,05+ 0,40 + 1,20 + 1,00 + 0,50 = 3,15

Logo, sdo transportadas, em média, 3,15 pessoas por carro. Sabendo que chegam 400 carros, entdo a
estimativa de pessoas é de: :

400 x 3,15=1260
i Gabarito: C

: (FGV/2022 — PC/AM) Suponha que X, uma variavel aleatdria discreta, assuma a seguinte distribuicdo de
i probabilidade: :

Proba(X)
0
1/4
1/4
K

W M= O

O valor de K e o valor esperado de X sdo, respectivamente:
a)0e3/4

i b)1/4e3/2

c)1/2e3/4

d)1/2e3/2

i e)1/2e9/4

Comentarios:

: Para resolver essa questdo, o primeiro passo é calcular o valor de K, considerando que a soma das :
probabilidades dos possiveis resultados é igual a 1 (probabilidade de todo o Espaco Amostral):

PX=0+PX=1D+PX=2)+PX=3)=1

0+1+1+K—1
4 4 B

1+K—1
5 =



K1 1 1
B 2 2

: E para calcular a esperanga, somamos os produtos dos valores de x com as respectivas probabilidades

E(X) =Zx><P(X=x)

E(X)—0><0+1><1+2><1+3><1—1+1+3—
- 4 4 2 4 2 2

1+2+6_9
: 4 4
Gabarito: E

(CESPE/2010 — Agéncia Brasileira de Inteligéncia) Sabendo que X é varidvel aleatdria discreta que pode
assumir valores inteiros ndo negativos, julgue o proximo item. :

: A média de X é ndo negativa.
: Comentarios:

: A média da varidvel é a soma dos produtos dos resultados pelas respectivas probabilidades:

E(X) = ZX.P(X = %)

: Sabemos que a probabilidade é sempre maior ou igual a zero (condi¢do necessaria). Entdo, se os valores da :
: variavel sdo ndo negativos, o produto de ambos sera sempre maior ou igual a zero (ndo negativo). :
: Consequentemente, a média, que corresponde a soma desses valores sera maior ou igual a zero. :

: Gabarito: Certo.

(CESPE/2015 — Telecomunicacdes Brasileiras S.A.) Considerando que Y1, Y2, ..., Yn, ... sejam varidveis
: aleatdrias independentes que satisfazem P(Y;=j) = P(Y;=-j)=1/2 paraj=1, 2, ..., julgue o item que se segue. :

: O valor esperado para a variavel aleatdria Y; € nulo para todo nimero natural positivo j

Comentarios:

Para ilustrar o calculo da esperanga para Yj, vamos primeiro calcular a esperangaparaj=1ej=2.

Sabemos que para Yj, temos P(Y1 = 1) = P(Y1 =-1) = %4. Logo, a esperanca de Y; é:

: E(Y1)=-1x%+1x¥=-Y2+%=0

: Para Y, temos P(Y2 = 2) = P(Y1 =-2) =%, entdo a esperanca dessa varidvel é:
E(Y2)=-2x%+2x%=-1+41=0

: Ou seja, para um Yjqualquer, temos P(Y; = j) = P(Y; = -j) = % e sua esperanca é dada por:

: E(Y))=-jx%+jx%=0

: Logo, a esperanca é nula para qualquerj=1, 2, ...

: Gabarito: Certo.



Propriedades da Esperanca

Nesta secao, veremos propriedades da esperanca. Vale adiantar que essas propriedades valem também
para a esperanca de variaveis aleatdrias continuas.

Nos enunciados abaixo, consideramos X e Y variaveis aleatérias e k uma constante real qualquer.

i)  E(k.X)=kEX)

De acordo com essa propriedade, a esperanca de uma varidvel aleatdria X, cujos valores foram multiplicados
por uma constante k, é igual a k vezes a esperanca da variavel aleatoria X.

Podemos considerar, como exemplo, um grupo de funcionarios com salarios distintos, de modo que a média
seja RS 5.000. Segundo essa propriedade, se os saldrios de todos os funcionarios forem dobrados, ent3o a
média também serd dobrada (passara para RS 10.000).

Mas vamos “confirmar” isso. Digamos que os funcionarios tenham os seguintes valores de salario, em mil
reais:

X={1,2,2,2,3,5,7,7,10, 11}

Sorteando um desses 10 funciondrios ao acaso, o valor esperado do salario do funcionario sorteado pode ser
calculado pela média aritmética de todos os 10 saldrios:

1+424+2+2+4+34+54+74+74+10+11 50
E(X)= 10 =E=5

Duplicando os salarios de todos os funcionarios, temos:
Y=2X={2,4,4,4,6,10, 14, 14, 20, 22}
Nesse caso, o valor esperado sera:

24+4+4+4+6+10+14+14+20+22 100
10 10

E(Y) = =10
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Também podemos multiplicar uma variavel por uma constante e representar a distribuicdo
resultante utilizando a tabela de distribuicao de probabilidade.

Para ilustrar, vamos considerar o mesmo exemplo dos salarios. Considerando que ha 10
elementos no total, a tabela de distribuicdo para X é:

X P(X=x)
1 1/10
2 3/10
3 1/10
5

7

1/10
2/10
10 1/10
11 1/10

E a média (ou esperanca) pode ser calculada como:
1 3 1 1 2 1 1
EX) = 1><1—0+2><1—0+3><1—0+5><1—0+7><1—0+10><1—0+11><1—0

11 50
=2=5

E(X) =:_l.+_li.+.ii.+_fi.+_}f +_29 + ==
10 10 10 10 10 10 10 10

Para obter a tabela de distribuicdo de Y = 2X, duplicamos os valores da primeira coluna
(referentes aos elementos da distribuicdo) e mantemos as mesmas probabilidades:

y | Ply=y)
2 1/10
4 3/10
6 1/10
10 1/10
14 2/10
20 1/10
22 1/10

Calculando a esperanca de Y, observamos que ela é o dobro da esperanca de X:

E(Y) 22X+ 4X >4+ 6X2+10X—+14Xx2>4+20X =422 x =
10 10 10 10 10 10 10

EX)=24+2424 20,8, 2, 2_2D_19
10 10 10 10 10 10 10 10




A mesma propriedade vale quando dividimos a variavel pela constante, isto é:

b (3) -2

Ou seja, se cada salario fosse dividido por 2, entdo a média também seria divida por 2: passaria de RS 5.000
para RS 2.500.

Na verdade, essa € a mesma propriedade da multiplicacdo, pois ao invés de pensarmos que estamos
. .. 1
dividindo por 2, podemos pensar que estamos multiplicando por k = >

i) EX+k)=EX)+k

A esperanca de uma varidvel aleatdria X, sendo esta somada a uma constante k, é igual a k mais a esperanca
de X.

Ou seja, se todos os funcionarios do nosso exemplo, cuja média salarial era de RS 5.000, tiverem um aumento
de RS 2.000, entdo a média desse grupo passara para RS 7.000, segundo essa propriedade.

Vamos “verificar” essa propriedade novamente. Sabendo que os saldrios originais eram X ={1, 2, 2, 2, 3, 5,
7,7, 10, 11}, entdo, com um aumento de 2 mil reais, eles passarao a ser:

Y=X+2={3,4,4,4,5,7,9,9,12,13}
Assim, a esperanca sera:

34+4+44+4+54+7+9+9+12+13 70 _
10 10

E(Y) = 7

A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
EX—-k)=EX) —k

Ou seja, se cada funciondrio recebesse uma reducdo de RS 2.000 do seu salario, entdo a média também seria
reduzida em RS 2.000: passaria de RS 5.000 para RS 3.000.

Na verdade, essa é a mesma propriedade da adi¢do, pois ao invés de pensarmos que estamos subtraindo 2,
podemos pensar que estamos somando k = -2.

i) EX+Y)=EX)+EY)

Por essa propriedade, temos que a esperanca da soma de duas variaveis, X e Y, é igual a soma da esperanca
de X com a esperanga de Y.
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Digamos que um grupo de homens receba um salario médio E(X) = 5.000; e que um grupo de mulheres
receba, em média, E(Y) = 4.000. Ao selecionar uma mulher e um homem, o valor do saldrio somado ser3, em
média:

E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 5.000 + 4.000 = 9.000

Para verificar essa propriedade, vamos utilizar um exemplo menor, pois envolve encontrar todas as possiveis
combinagdes dos elementos dos dois grupos e soma-los. Suponha, entdo, o experimento de lancamento de
duas moedas (X1 e Xz), com faces representadas por 0 e 1.
Ao lancarmos ambas as moedas, temos os seguintes valores possiveis:

(X1,X2) ={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
Ao somarmos esses valores, temos:

X1+X2={(0+0),(0+1),(1+0),(1+1)}={0,1,1,2}

A média é entdo:

O+1+1+2 4
EQy+Xp) =——F——=7=1

Sabendo que o valor esperado dos dois langamentos é E(X1) = E(X2) = %, entdo confirmamos que, de fato:

EX; +X,) =EX)) +EXy) =5+

N =
N[ =
Il
—_

A mesma propriedade vale para a subtracao de variadveis:

E(X, —X;) = E(Xy) — E(X3)

iv) E(k) =k
Ou seja, o valor esperado de uma constante é igual a prdpria constante.

Digamos que em um grupo de funciondrios, o saldrio individual de todos seja igual a k = 5 mil reais.
Selecionando um funciondrio ao acaso, qual serd o saldrio esperado? Certamente, 5 mil reais.

Também podemos obter esse resultado, a partir da formula da esperanca. Sendo k =5, entdo para um grupo
de n funcionadrios, a esperanga é:

n><5_

E(k) = =5
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V) Se X e Y sdo independentes, entdo E(X.Y) = E(X).E(Y)

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes, entdo a esperanga do produto de X e Y é igual ao produto
da esperanca de X com a esperanca de Y.

Supondo novamente o langamento das duas moedas, em que (X1,X2) = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Assim, o
produto X1 x Xz corresponde ao conjunto:

X1 x X2 ={0,0,0,1}
A média de X1 x X; é, portanto:

E(X ><X)_O-+-0+0-+-1_1
1 2) = 2 =2
Sabendo que o valor esperado dos dois langcamentos é E(X1) = E(X2) = %, entdo, confirmamos que, de fato:

E(X, X X,) = E(X) X E(X,) = = X

N| =
N| =

4
No entanto, para isso é essencial que as varidveis X e Y sejam independentes (como é o caso de lancamentos
distintos).

Por outro lado, é possivel verificar a identidade E(X.Y) = E(X).E(Y) e as varidveis ndo serem independentes.
Ou seja, se as varidveis sdao independentes, entdo podemos concluir que E(X.Y) = E(X).E(Y); mas se E(X.Y) =
E(X).E(Y), ndo sabemos se as varidveis sdo ou ndo independentes.

A, .

e,ggﬂ
<) RESUMINDO
[

i) E(kX) = k.E(X)

ii) EXtk)=EX)tk

iii) EX+Y)=EX)Z+E®Y)

iv) E(k) =k

v) Se X e Y forem independentes, entdo E(X X Y) = E(X) X E(Y)

Essas propriedades podem ser utilizadas conjuntamente e para qualquer nimero de variaveis aleatdrias. Por
exemplo, sendo X, Y e Z varidveis aleatdrias, entdo:

E (3.x+§— 2.7 + 1) — EG.X) + E(%) _EQ.2) +E(1)

Y E(Y)
E(B.X+Z— 2.7 + 1) =3.E(X) +T.—2.E(Z) +1
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PRATICAR!

(2016 — Instituto Federal de Educa¢do/BA — Adaptada) Sendo X uma variavel aleatéria, com média p, entdo

: a esperanca matemdtica da fungdoY=a+bX,comaeb€R, é

:a)E(Y)=a+b

: b)E(Y)=a

c) E(Y) =bp

L) E(Y)=a+ by
e) E(Y) = a2

: Comentarios:

Pelas propriedades da esperancga, temos E(Y) = E(a + bx) = a +b.E(X). Como p = E(X), temos:
E(Y)=a+b.u
Gabarito: D.

: (FGV/2017 - IBGE — Adaptada) Para o caso de varidveis aleatdrias quaisquer, existem diversas propriedades :

: que se aplicam diretamente a esperanca matematica. Dentre essas propriedades esta:

a) E(X.Y) = E(X).E(Y)

i b) E(X+a)=a
i ¢) E(X1Y) = E(X) & E(Y)

d) E(a.X) = E(X), sendo a uma constante qualquer

: Comentarios:

: Em relacdo a alternativa A, podemos afirmar que E(X.Y) = E(X).E(Y) somente se X e Y forem independentes. :
: Como o enunciado ndo menciona que X e Y sdo independentes, entdo a alternativa A estd incorreta.

Em relagdo a alternativa B, temos a seguinte propriedade da esperanca:

E(X+a)=E(X)+a

: Portanto, a alternativa B esta incorreta.

Em relacdo a alternativa C, temos de fato a seguinte propriedade, para quaisquer variaveis aleatérias X e Y:
E(X +Y) = E(X) + E(Y)
E(X—Y) = E(X) — E(Y)

: Portanto, a alternativa C estd correta. Em relacdo a alternativa D, sabemos que: E(a.X) = a.E(X). Portanto, a

alternativa D estd incorreta.

: Resposta: C.



Moda

A moda de uma varidvel aleatdria é o seu valor mais provavel, isto é, o valor com maior probabilidade.

No exemplo de lancamento de duas moedas, X1 e X2, a soma das varidveis resulta no seguinte conjunto de
resultados possiveis:

X =Xy + X2=1{0,1,1,2}.

Assim, a probabilidade de cada resultado é:

P(X=0)=-=0,25

NI

2
P(X=1)=Z=O,5

1
P(X =2) =1 0,25

Como a probabilidade de X = 1 é maior que as demais, entdo concluimos que a moda dessa varidvel é X = 1.

No grafico de barras que representa a distribuicdo de probabilidades de uma varidvel, a moda pode ser
identificada visualmente, pois estara associada a coluna mais alta, como representado abaixo.

X=X, +X,
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

A moda é um valor da variavel aleatdria e ndao a sua probabilidade. Assim, no gréfico de
barras, a moda estara no eixo horizontal.
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Se estivermos lidando com uma amostra, a moda, chamada de moda amostral, corresponde ao valor da
varidvel obtido com maior frequéncia.

E possivel haver mais de uma moda, quando a maior probabilidade estiver associada a mais de um
resultado.

No exemplo anterior do dado viciado, tanto a face 5 quanto a face 6 apresentavam a maior probabilidade,
de 25%.

Distribuicao de Probabilidades
Dado Viciado

30%

20%

10%
5% Lo%
1 2 3 4 5 6

0%

Com 2 modas, a distribuicdo é chamada bimodal.

Uma distribuicdo trimodal apresenta 3 modas e uma distribuicdo multimodal apresenta multiplas modas.

Por outro lado, também é possivel que uma distribuicdo nao tenha moda, o que ocorre todos os resultados
da variavel sdo equiprovaveis, como é o caso do langcamento de uma moeda equilibrada e de um dado
equilibrado, como ilustrado abaixo.

Distribuicdao de Probabilidades
Dado Equilibrado

20,0%

15,0%

10,0%

5,0%

0,0%
1 2 3 4 5 6

Nessa situacdo, a distribuicdo é dita amodal.
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Propriedades da Moda
Nesta secdao, veremos propriedades da moda, sendo X uma varidvel aleatdria e kK uma constante real.
i) Mo(k.X) = k.Mo(X)
Quando uma varidvel X é multiplicada por uma constante k, a sua moda é igual k vezes a moda de X.
Considerando o exemplo dos saldrios dos funciondarios, se os saldrios dobram, a nova moda também serd o
dobro da moda anterior.
Para ilustrar, vamos considerar novamente os seguintes valores de saldrio, em mil reais:
X={1,2,2,2,3,5,7,7, 10,11}
Podemos observar que a moda é igual a 2 mil reais. Duplicando os salarios de todos os funcionarios, temos:
2.X={2,4,4,4,6, 10, 14, 14, 20, 22}

E a nova moda é igual a 4 mil reais, que é o dobro da moda anterior.

A mesma propriedade vale quando dividimos a variavel pela constante, isto é:

o ()-8

Ou seja, se cada salario fosse dividido por 2, entdo a moda também seria dividida por 2: passaria de 2 mil
reais para mil reais.

ii) Mo(X+ k) =Mo(X)+k
Quando somamos uma constante k a uma varidvel X, a sua moda é acrescida da mesma constante k.

Em relagao ao exemplo dos saldrios dos funcionarios, se ha um aumento de 3 mil reais no salario, a moda
também terd esse mesmo aumento: passara de 2 mil reais para 5 mil reais.

Para ilustrar, sabendo que os saldrios originais eram X={1, 2, 2, 2,3, 5, 7, 7, 10, 11}, com um aumento de 3
mil reais, eles passardo a ser:

X+2={4,5,5,5,6, 8, 10, 10, 13, 14}
Podemos observar que a nova moda é, de fato, de 5 mil reais.
A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
Mo(X—k) =Mo(X)— k

Ou seja, se cada funciondrio recebesse uma redug¢ao de mil reais do seu saldrio, entdo a moda também seria
reduzida em mil reais: passaria de 2 mil reais para mil reais.
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0%

'4 RESUMINDO
i) Mo(k.X) = k.Mo(X)

ii) Mo(X + k) =Mo(X)+ k

PRATICAR!

(FCC/2018 Prefeitura de Macapa/AP — Adaptada) A medida de tendéncia central que representa o vanr
: com maior frequéncia na distribuicdo de uma amostra é a :

a) média amostral.

b) variancia.

: ¢) amplitude total.

d) mediana.

: ) moda amostral.

Comentarios:

A moda de uma amostra é o valor obtido com maior frequéncia.

: Gabarito: E.

(CESPE/2015 — Agente do Departamento Penitenciario Nacional)

qua.ntiflade Gaiia frequéncia relativa
de incidentes (N)

0 0,1

1 0,2

2 0,5

3 0,0

4 0,2

total 1




Considerando os dados da tabela mostrada, que apresenta a distribuicao populacional da quantidade diaria
de incidentes (N) em determinada penitencidria, julgue o item que se segue. :

A moda da distribuicdo de N é igual a 4, pois esse valor representa a maior quantidade diaria de incidentes
gue pode ser registrada nessa penitenciaria. :

{ Comentarios:

: A moda é o valor com maior frequéncia relativa, que é igual a 0,5.

: Essa frequéncia estd associadaa N =2, entdo amoda é N = 2.

: Gabarito: Errado.

; (CESPE/2018 — Departamento de Policia Federal)

X (quantidade
didria de drogas 1)
apreendidas, em kg)

[
Il

18 28

Il
Fed

Tendo em vista que, diariamente, a Policia Federal apreende uma quantidade X, em kg, de drogas em
determinado aeroporto do Brasil, e considerando os dados hipotéticos da tabela precedente, que apresenta

: os valores observados da varidvel X em uma amostra aleatdria de 5 dias de apreensdes no citado aeroporto, :

julgue o proximo item.
A moda da distribui¢do dos valores X registrados na amostra foi igual a 22 kg.
Comentarios:

A moda de uma amostra é o valor obtido com maior frequéncia. No caso, foram apreendidos 22kg em 2 dias, :

: enquanto as demais quantidades foram apreendidas em um unico dia somente.

Gabarito: Certo

Mediana

A mediana de uma variavel é o valor que divide a distribuicdo em duas partes com mesma probabilidade,
de modo que a probabilidade dos valores menores ou iguais a mediana é igual a 50% e a probabilidade dos
valores maiores ou iguais a mediana é igual a 50%.

Para ilustrar, o grafico replicado a seguir representa a distribuicdo de probabilidades do dado viciado que
vimos anteriormente.
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Distribuicdao de Probabilidades

Dado Viciado
30%
20% 25% 25%
20%
10% 15%
HE
o i B I
1 2 3 4 5 6

Podemos observar que a mediana esta entre X=4 e X =5, pois a probabilidade associada aos valores menores
ou iguais a 4 é de 50% e a probabilidade associada aos valores maiores ou iguais a 5 é igual a 50%.

Por convencdo, quando a mediana esta entre 2 valores, consideramos a média aritmética desses valores:

4+5
Md=T=4,5

Agora, vamos considerar o exemplo em que somamos os resultados do lancamento de duas moedas,
conforme o grafico replicado a seguir:

X=X, +X,
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0
0 1 2

Neste caso, temos 25% menor que 1 e 75% menor ou igual a 1; por outro lado, também temos 25% maior
que a e 75% maior ou igual a 1. Ainda assim, a mediana sera igual a 1. Afinal, ndo faz sentido ela ser igual a
Oenemiguala 2.

Entdo, vamos ajustar a definicdo: a probabilidade dos valores menores ou iguais a mediana é de pelo menos
50%; e a probabilidade dos valores sdo maiores ou iguais a mediana também é de pelo menos 50%.

Propriedades da Mediana

As propriedades da mediana que veremos nesta secdo sao as mesmas das propriedades da moda que vimos
anteriormente.

i)  Mdk.X) = k.Md(X)

Quando uma variavel X é multiplicada por uma constante k, a sua mediana é igual k vezes a mediana de X.
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Considerando o exemplo dos salarios dos funcionarios, se os saldrios dobram, a nova mediana também sera
o dobro da mediana anterior.

Para ilustrar, vamos considerar o mesmo exemplo dos salarios, mas agora vamos analisar a tabela de
distribuicdo de probabilidade da variavel X=1{1, 2, 2,2, 3,5, 7, 7, 10, 11}:

X | P(X=x)
1| 10%
2 | 30%
3 | 10%
5 | 10%
7 | 20%
10 | 10%
11 | 10%

Podemos observar que a mediana esta entre 3 e 5, pois 50% dos valores sdo menores ou iguais a 3 e 50%
dos valores sdo maiores ou iguais a 5, de modo que a mediana &, por convencao:

3+5
Md(X) =——=4

Duplicando os salarios de todos os funcionarios, temos s seguinte tabela de distribuicdo de probabilidade:

2.X | P(X=x)
2 | 10%
4 | 30%
6 | 10%
10 | 10%
14 | 20%
20 | 10%
22 | 10%

Agora, a mediana estd entre 6 e 10, pois 50% dos valores sdo menores ou iguais a 6 e 50% dos valores sdo
maiores ou iguais a 10, de modo que a nova mediana é:

6+10

8
2

Md(2.X) =
Que é o dobro da mediana anterior.

A mesma propriedade vale quando dividimos a variavel pela constante, isto é:

k k

aff)-2an

Ou seja, se cada salario fosse dividido por 2, entdo a mediana também seria dividida por 2: passaria de 4 mil
reais para 2 mil reais.



i) Md(X + k) =Md(X) + k
Quando somamos uma constante k a uma variavel X, a sua mediana é acrescida da mesma constante k.

Em relagao ao exemplo dos saldrios dos funcionarios, se ha um aumento de 3 mil reais no saldrio, a mediana
também terd esse mesmo aumento: passara de 4 mil reais para 7 mil reais. Vejamos:

X+3 | P(X=x)
4 10%
5 30%
6 10%
8 10%
10 20%
13 10%
14 10%
E a nova mediana esta entre 6 e 8:
6+8
Md(X +3) = — =7

A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
Mo(X—k) =Mo(X) —k

Ou seja, se cada funcionario recebesse uma reducdo de mil reais do seu salario, entdo a mediana também
seria reduzida em mil reais: passaria de 4 mil reais para 3 mil reais.

L

0o’
’:% RESUMINDO

[

i) Md(k.X) = k.Md(X)
ii) Md(X+k)=Md(X)+k
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PRATICAR!

(CESPE/ZOZO — ME) Considerando que R representa uma variavel quantitativa cuja média, mediana e
vananua sdo, respectivamente, iguais a 70, 80 e 100, e que U = i — 7, julgue o préximo item, acerca das
varlavels UeR.

: A mediana de U é negativa.

{ Comentarios:

: De acordo com as propriedades da mediana que vimos, a mediana de U = % — 7 é dada por:

R Md(R)
Md(U) _E_7_ 10

O enunciado informa que a mediana de R é Md(R) = 80, logo a mediana de U é:

-7

80
Md(U)=E—7=8—7=1

: Ou seja, a mediana é positiva.

Gaba rito: Errado.



FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA

A funcédo de distribui¢do acumulada de uma variavel aleatéria (ou simplesmente f.d.a ou fungdo de
distribuicdo) apresenta a probabilidade acumulada de todos os valores menores ou iguais a

determinado valor.
o0

v TOME
NOTA!

F(x) =P(X<x)

Ou seja, equivale a soma de todas as probabilidades menores ou iguais ao valor em questao.

Por exemplo, no experimento de lancar um dado, a probabilidade de cada uma das faces,
numeradas de 1 a 6, é %. Assim, o valor da funcéo de distribuicdo acumulada para X = 1 equivale a
probabilidade de X = 1, uma vez que nao ha valor menor:

F(1)=P(XS1)=P(X=1)=6

Para X = 2, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de X =1 e de X = 2:

F(2)=P(X<2)=P(X =1)+P(X =2)

+

6

N -
N =

F(2) =

Para X = 3, temos a somar das probabilidadesde X =1, X=2e X = 3:

F(3)=P(X<3)=P(X =1)+P(X =2)+P(X = 3)

+-+

3
6

N =
N =

Nl

F(3) =
O mesmo raciocinio se aplica para F(4), F(5) e F(6):

F(4)=P(X<4)=PX=1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)

+-+

o

+1—
e =

|~
N -
N =

F(4) =
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F(5)=P(X<5)=PX=1)+PX=2)+P(X=3)+P(X=4)+PX =5)

+-+

5
6

N

1y
6

| =
N =
N =

F(5) =

FO)=PX<6)=PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)+PX =5 +PX=06)
6_1 1 1.1 1 1 6
F()_g+g+g+g+g+€—g

Para facilitar a visualizagdo da f.d.a., podemos incluir uma coluna na tabela da distribuicdo de
probabilidade. Para preenché-la, basta somarmos o valor da fungdo acumulada acima (valor de X
anterior), com o valor da probabilidade da linha em questao (valor de X atual), como ilustrado pelas
setas para F(3).

X P(X =x) F(x) =P(X <x)
1 1/6 1/6
2 1/6 2/6
3 . AT
4 1/6 4/6
5 e e
6 Y6 %

Uma questdo de prova também poderia apresentar essa f.d.a. da seguinte forma:

r 0,sex <1
I se1<x<2

1/3,se2<x<3
F(x):<1/2,se3£x<4>
2/s,5e4<x <5

5/6,seSSx<6
\ 1,sex>6 J

Também podemos calcular a funcdo de distribuicdo acumulada para uma amostra, chamada de
distribuicdo amostral ou empirica acumulada, a partir das frequéncias relativas observadas na
amostra.
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De maneira geral, a funcdo acumulada de uma variavel aleatdria X (discreta ou continua) apresenta
as seguintes caracteristicas:

i) F é ndo decrescente, porque as probabilidades sdo sempre somadas.

ii) Por ser uma probabilidade, a f.d.a. também assume valores somente entre O e 1:

0<F(x)<1

()

FIQUE

ATENTO!

A fungdo de distribuicdo acumulada F(x) é definida em toda a reta real, ou seja,
ela pode ser calculada para qualquer valor de x.

Isso significa que ndo é s6é para X =1, X =2, X =3, ..., X = 6 que podemos calcular o valor da
funcdo de distribuicdo acumulada. Ela também pode ser calculada, por exemplo, para X = 0,5; X
=8,1; X=4,7, X= 5,3, mesmo para o exemplo do dado.

Para X = 0,5, em que X representa os resultados possiveis do langamento de um dado, a f.d.a.
corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou iguais a 0,5. Como o
menor valor possivel € X = 1, entdo a probabilidade acumulada até X = 0,5 é nula:

F(0,5) =P(X <05)=0

De forma geral, podemos dizer que, para os valores de x menores do que o menor
valor possivel da variavel (no caso, para x < 1), o valor da f.d.a. é F(x) = 0.

Para X = 8,1, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou
iguais a 8,1. Como o maior valor possivel € X = 6, entdo a probabilidade acumulada até X = 8,1 é
igual a probabilidade acumulada até X = 6, isto ¢, a probabilidade de todo o Espaco Amostral:

F(81) =P(X<81)=P(X<6)=1

De forma geral, podemos dizer que, para os valores de x maiores ou iguais ao
maior valor possivel da varidvel (no caso, para x > 6), o valor da f.d.a. é F(x) = 1.
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Para X = 4,7, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou
iguais a 4,7. Como as faces do dado séo valores inteiros, a probabilidade acumulada até X =4,7 é
igual a probabilidade acumulada até X = 4:

4
F(45) =P(X <45)=P(X <4) =
Similarmente, para X = 5,3, a f.d.a. corresponde a probabilidade acumulada até X = 5:

F(53)=P(X<53)=P(X<5)= %

A f.d.a. pode ser calculada para qualquer valor de x, mas os seus valores serdo
alterados somente para determinados valores de x, quais sejam aqueles cuja
probabilidade P(X = x) for diferente de zero.

Para o nosso exemplo do dado, a f.d.a. os valores da f.d.a. serdo alterados somente para X = 1, X
=2,X=3, ..., X=6.Veja, no grafico abaixo, como a f.d.a. da saltos para esses valores de x.

100%

83,33%

66,67%

50,00%
33,33%

16,67%

0,00%
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

O tamanho dos “saltos” no grafico da f.d.a. depende justamente do valor da probabilidade em
cada ponto x, P(X = x). Nesse exemplo, os “saltos” (ou diferengas) sdo todos iguais, pois os
valores de X sao todos equiprovaveis.

Para o exemplo do dado viciado, temos a seguinte f.d.a.:

y P(Y =y) F(y)=P(Y <y)
1 0,05 0,05
2 0,10 0,15
3 0,15 0,30
4 0,20 0,50
5 0,25 0,75
6 0,25 1,00
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Assim, o gréfico da f.d.a. para o dado viciado é:

o (e e e
o [N | [ |-

o
wul

(=}
S

O
%)

O
)

o
[

]

1 2 3 4 5 6 7

o

Observe que os “saltos” apresentam tamanhos diferentes, uma vez que as probabilidades néo sao
todas iguais.

Dessa forma, é possivel percorrer o caminho inverso, ou seja, calcular a fungdo de probabilidade
P(X = x), a partir da funcdo de distribuicdo acumulada F(x). Para isso, calculamos a diferenca
entre o valor da f.d.a. no ponto e o valor da f.d.a. no ponto anterior.

Por exemplo, para um dado equilibrado, a probabilidade da face X = 4 pode ser calculada a partir
dos valores da f.d.a. nos pontos X =4 e X = 3:

o
|
o w
N =

P(X=4)=F4)—-F@Q3) =

Para o nosso exemplo do dado viciado, temos:
P(Y=4)=F4)—-F3)=05-03=0,2

E possivel calcular, ainda, a probabilidade de um intervalo de valores, a partir da f.d.a. Para o nosso
exemplo do dado equilibrado, a probabilidade do intervalo P(2 < X < 5) pode ser calculada pela
diferenca entre a f.d.a. parax =5 e af.d.a. parax = 2:

P2 <X<5)=F(5)-F(2)=

N v
ol N

6
Todavia, para isso, € importante atentar-se principalmente se a igualdade estd ou ndo contemplada

em cada extremo do intervalo. A diferenca entre a f.d.a. no ponto X = 5 e a f.d.a. no ponto X = 2
fornece a probabilidade de a face do dado ser maior que 2 e menor ou igual a 5.

F(5) —F(2)=P(X <5 —P(X<2)=P(2<X<5)
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Isso porque, no ponto X = 5, a f.d.a. contempla a probabilidade para todo valor menor ou igual a
5 e no ponto X = 2, ela contempla a probabilidade para todo valor menor ou igual a 2. Logo,
quando subtraimos uma da outra, teremos a probabilidade de todo valor menor ou igual a 5 e
maior que 2.

&

TOME

NOTA!

De maneira geral, para a < b, temos:

F(b) — F(a) = P(a < X < b)

Se precisarmos de um intervalo de uma forma diferente, precisaremos adaptéa-lo para que fique
dessa forma.

Se o extremo inferior estiver contemplado no intervalo, ou seja, se o intervalo for da forma:
P(a<X <bh)

fazemos a adaptagdo buscando um valor menor que a como novo extremo inferior, o qual nao
estard contemplado no novo intervalo.

Para o nosso exemplo do dado, se a face 2 estiver contemplada no intervalo, ou seja, se o intervalo
for 2 < X <5, entdo fazemos a adaptacdo, subtraindo 1 unidade. Logo, o novo extremo inferior
sera2-1=1:

P2<X<5) =P(1<X<5)=F(5)-F(Q)

P2<X<5)=

o vt
I
N =
)Y I

Por outro lado, se extremo superior ndo estiver contemplado no intervalo, ou seja, se o intervalo
for da forma a < X < b, entdo fazemos a adaptacdo buscando um valor menor que b como novo
extremo inferior, o qual estard contemplado no novo intervalo.

Por exemplo, se a face 5 nado estiver contemplada, ou seja, se o intervalo for 2 <X <5, entdo
fazemos a adaptacao, subtraindo 1 unidade. Logo, o novo extremo superior serd 5 - 1 = 4:

P2<x<5)=P2<x<4)=F{@)—-F(2)
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ox|-|>
O\IN

P2<x<5)= Z

Se o intervalo for da forma a < x < b, faremos as duas adaptagées, ou seja, buscamos um valor
menor que a e um valor menor que b:

o W

O'\I-P
O'\|P—‘

P2<x<5)=P(1<X<4)=F@4) -F(Q) =

PRATICAR!

: (FGV/2018 - Analista Legislativo/RO) Uma varidvel aleatéria discreta X tem fungdo de
{ probabilidade dada por: :

x 2 1 0 1
p(x) 0,1 0,2 0,3 0,4

Se F(x) representa a funcao de distribuicdo de X, V x real, entdo F(-0,8) é igual a
ta)0,3
y
c) 0,5

)06
: e)

Comentarios:

A fungdo acumulada F(-0,8) corresponde a probabilidade P(X < -0,8), que nesse caso é igual a soma
das probabilidades P(X = -2) + P(X = -1): :
F(-0,8) =P(X<—-08)=P(X=-2)+P(X=-1)=0,1+02=0,3

Gabarito: A

(FGV/2015 - TJ/RO) A fungéo distribuicdo de probabilidade acumulada da varidvel “nimero de
i anos de experiéncia de magistrados” de um dado tribunal é dada por:
Anos (X) 0 5 10 15 25 35
F(x) 0 0,30 0,48 0,69 0,85 1

: Entdo, a probabilidade de que um magistrado escolhido ao acaso tenha experiéncia maior do que
i cinco anos e menor ou igual a 15 anos é igual a: :
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t 2) 0,39.
04,
c) 0,48.
 d)0,57.
L) 0,61,
Comentarios:

A probabilidade de P(5 < x < 15) é igual a diferenca entre os valores da fun¢do acumulada F(15) - _
: F(5), uma vez que o intervalo n&o precisa ser adaptado, pois o extremo superior esta contemplado
i e o inferior, ndo:

_ P(5 < x < 15) = F(15) — F(5) = 0,69 — 0,30 = 0,39
Gabarito: A

E(FGV/2017 — MPE/BA) Considere a varidvel aleatéria do tipo discreta(X), relativa as fases deg
andamento de um processo podendo assumir apenas trés valores numéricos 1, 2 ou 3, conforme
: 0 mesmo esteja em conhecimento, liquidagdo ou execucdo, respectivamente. Se F(.) é a funcdo :
distribuicdo acumulada correspondente, com F(1,17) = 0,15 e F(2,76) = 0,45. Entdo é verdadeiro
 que :
ta) P(X>1,9)=0,75e P(X < 2,5) = 0,60.

P

g)

o

P(X<2,70)<0,45e P(X>1,5) =0,85.
) PX=1)=0,15e P(X =2) =0,30.
) P(X=23)=0,55e E(X) = 2,70.
e) P(1,44 <X < 3)=0,85e Mo(X) = 3.

: Comentarios:
: O enunciado informa que ha apenas trés valores possiveis: X = 1, X =2 ou X = 3.

i Para conhecermos as probabilidades de cada valor, o enunciado informa os valores que a fungao
i de distribuicdo acumulada assume:

e F(1,17)=P(X <1,17) = 0,15.

: O Unico valor menor ou igual a 1,17 é o valor X = 1. Ou seja:
PX<1,17)=PX=1)=0,15

Assim, concluimos que:

PX=1)=0,15

e F(2,76) = P(X<2,76) =0,45.



Os valores menores ou iguais a 2,76 sdo X = 1 e X = 2, ou seja:
PX<276)=PX=1)+PX=2)=0,45
Sabemos que P(X = 1) = 0,15, logo:
PX<276)=0,15+PX=2)=0,45
PX=2)=0,30

Isso nos permite concluir que a alternativa C esté correta, mas vejamos as demais alternativas.
Em relacdo a alternativa A, o valor de P(X > 1,79) pode ser calculado como:
: PX>179)=1-PX<179)=1-PX=1)=1-0,15=0,85
E o valorde P(X < 2,5) é:
: PX<25)=PX=1)+P(X=2)=0,15+0,30=0,45
Logo, a alternativa A estd incorreta.
Em relacéo a alternativa B, o valor de P(X < 2,70) é:
: P(X<2,70)=PX=1)+PX=2)=0,15+0,30 = 0,45
Ou seja, P(X < 2,70) = 0,45 (ndo < 0,45).
E o valor de P(X > 1,5) pode ser calculado como:
PX>15=1-PX<15=1-PX=1)=1-0,15=0,85
A segunda parte estd correta, mas a alternativa B estd incorreta, porque a primeira parte é falsa.
Em relacéo a alternativa D, o valor de P(X = 3) é:
: PX=3)=1-PX=1)-PX=2)=1-0,15-0,30=0,55
E o valor da esperanca é:
E(X) = 1x0,15 + 2x0,30 + 3x0,55 = 0,15 + 0,60 + 1,65 = 2,40
A primeira parte esta correta, mas a alternativa D estd incorreta, porque a segunda parte ¢ falsa.
Em relacéo a alternativa E, o valor de P(1,44 < X < 3) é:
P(1,44 <X <3)=PX=2)=0,30
E a moda de X (valor com maior probabilidade) é, de fato, Mo(X) = 3.
A segunda parte estd correta, mas a alternativa E estd incorreta, porque a primeira parte é falsa.

Gabarito: C



Quartis e Mediana

A partir da funcdo de distribuicdo acumulada, podemos calcular a mediana da distribuicdo. A
mediana é, assim como a esperanga e a moda, uma medida de tendéncia central. Ela divide a
distribuicdo em 2 partes iguais, de forma que 50% das observacdes fiquem abaixo dessa medida
e 50% das observagbes fiquem acima. Portanto, a mediana é o valor de X para o qual a f.d.a. é

igual a 50%.
()
v TOME
NOTA!

F(xMediana) =50%=0,5

Também é possivel calcular os quartis da distribuicao (Q1, Q2 e Q3), os quais dividem a distribuicdo
em 4 partes iguais.

O primeiro quartil (Q1) deixa 25% das observacdes abaixo e 75%, acima; o segundo quartil (Q2)
deixa 50% das observacbes abaixo e 50%, acima; e o terceiro quartil (Q3) deixa 75% das
observagdes abaixo e 25%, acima. Note que a mediana equivale ao segundo quartil!

Assim, os valores da f.d.a. no primeiro, no segundo e no terceiro quartis sdo:
F(xg1) = 25% = 0,25
F(xg2) = F(Xpea) = 50% = 0,5
F(xg3) = 75% = 0,75

Para as varidveis discretas, pode ndo ser possivel encontrar valores para x que separem a
distribuicdo exatamente nesses percentuais. Nesses casos, devemos encontrar os valores de X para
os quais a f.d.a. apresenta valores maiores (ou iguais) a esses percentuais:

F(xg1) = 25%
F(xg2) = F(Xpea) = 50%

F(xg3) = 75%
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Para ilustrar, replicamos, a seguir, a tabela com os valores da f.d.a. (em percentual) para o
lancamento do dado:

F(x)=P(X<x)
16,7%
33,3%

50%
66,7%
83,3%
100%

O U1 B W N =R

Podemos observar que ndo ha um valor de X para o qual a f.d.a. seja exatamente igual a 25%. Por
isso, escolhemos a probabilidade imediatamente superior, qual seja, de 33,3%, associada a X = 2.
Com isso, concluimos que o primeiro quartil é:

xQ1:2

Também observamos que ndo ha um valor de X para o qual a f.d.a. seja exatamente igual a 75%.
A probabilidade imediatamente superior é de 83,3%, associada a X = 5. Logo, o terceiro quartil é

xQ3:5

Em relagdo a mediana, podemos observar que a f.d.a. para X = 3 é exatamente F(3) = 50%. Isso
significa que xpeq = 3 é um possivel valor para a mediana. Entretanto, esse ndo é o Unico valor.

Lembra que a fungdo acumulada é definida para qualquer valor de x? Pois é! Para todos os valores
de x que pertencem ao intervalo [3,4)!, temos F(x) = 50%. Sendo assim, podemos dizer que
quaisquer desses valores sdo a mediana, inclusive o préprio 4. Entretanto, por convencéo,
normalmente consideramos o valor médio desse intervalo como a mediana:

344
Xy =5 =35

1 Utilizamos o paréntesis, ou o colchete voltado para fora, para indicar que o intervalo é aberto
naquele extremo, o que significa que o extremo nao esta incluido no intervalo.

Utilizamos o colchete voltado para dentro para indicar que o intervalo é fechado naquele extremo, o
gue significa que o extremo esta incluido.

Assim, a expressao [3,4) equivale a [3,4[ e representa o intervalo 3 < X < 4.
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Além dos quartis, ha outros quantis, que dividem a distribuicdo em partes iguais, como os decis,
que dividem em 10 partes iguais, e os percentis, que dividem em 100 partes iguais. Calculamos
esses quantis da mesma forma, a partir da funcao de distribuicdo acumulada.

Essas medidas podem ser utilizadas para calcular a assimetria da distribuicdo probabilistica, que
representa o quanto a distribuicdo se afasta de uma distribuicdo simétrica. Em distribuicoes
simétricas, temos:

Distribuicdo Simétrica: Média = Mediana = Moda

Consequentemente, toda a distribuicdo se afasta desse valor, tanto para cima, quanto para baixo,
da mesma forma, como ilustrado abaixo.

Simetria

Em uma distribuicdo positivamente assimétrica, a distribuicdo é alongada a direita (cauda direita
mais longa). Isso significa que ha uma quantidade maior de valores superiores a moda. Observe,
no grafico abaixo, que ha mais valores superiores a moda X = 2 (quais sejam, de X = 3 a X = 10)
do que inferiores (apenas X = 1).

Assimetria Positiva

Nessa situacdo, temos a seguinte relagdo entre moda, mediana e média:

Distribuicdo Positivamente Assimétrica: Moda < Mediana < Média
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Em uma distribuicdo negativamente assimétrica, a distribuicdo é alongada a esquerda (cauda
esquerda mais longa). Isso significa que had uma quantidade maior de valores inferiores a moda.
Observe, no gréfico a seguir, que ha mais valores inferiores a moda X = 9 (quais sejam, de X =1 a
X = 8) do que superiores (apenas X = 10).

Assimetria Negativa

v .
o m
co [N

Nessa situacdo, temos a seguinte relagdo entre moda, mediana e média:

Distribuicdo Negativamente Assimétrica: Moda > Mediana > Média.

PRATICAR!

.......................................................................................................................................................................................... -

(CESPE/2015 — Agente do Departamento Penitenciario Nacional)

qua.ntifiade s frequéncia relativa
de incidentes (V)

0 0,1

1 0,2

2 0,5

3 0,0

4 0,2

total 1

i Considerando os dados da tabela mostrada, que apresenta a distribuicdo populacional da i
: quantidade diaria de incidentes (N) em determinada penitencidria, julgue o iten que se segue. '

: O segundo quartil da distribuicdo das quantidades diarias de incidentes registradas nessa :
i penitenciéria é igual a 2. :

: Comentarios:
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A mediana é calculada a partir da funcao de distribuicado acumulada, cuja tabela consta abaixo:

x P(x) F(x)
0 0,1 0.1
1 0,2 0.3
2 0,5 0,8
3 0,0 0,8
4 0,2 1

Nesse exemplo, ndo temos nem um valor de X para o qual o valor de F(x) seja exatamente igual a
: 0,5. O valor imediatamente superior a 0,5 é de 0,8, o qual esta associado ao valor X = 2. Logo, o i
: segundo quartil (ou mediana) é xyeq = 2. :

Gabarito: Certo.

(FCC/2014 — TRT 19° Regiao) Seja F(x) a fungdo de distribuicdo da varidvel X que representa o
numero de trabalhadores por domicilio em uma determinada populagédo. Se: '

(000 sex<O
010 se0<x<1

025 sel1<x<?2
F(x)=1 4
050 se2<x<3

080 se3<x<4
100 se x=4

i entdo, o nuimero médio de trabalhadores por domicilio subtraido do nimero mediano de :
: trabalhadores por domicilio é igual a

£2)0,15
15)0,10
) 0,25
 4)-0,15
 )-0,50

: Comentérios:

A média (ou valor esperado) de trabalhadores por domicilio é dada pela férmula:

E(X) = in.P(xi)

l

: Para aplica-la, precisamos dos valores de probabilidade, a serem calculados a partir dos valores da
i funcdo de distribuicdo acumulada:



P(X = 0) = F(0) = 0,10
P(X =1) = F(1) — F(0) = 0,25 — 0,10 = 0,15
P(X =2) = F(2) — F(1) = 0,50 — 0,25 = 0,25
P(X =3) = F(3) = F(2) = 0,80 — 0,50 = 0,30
P(X=4)=F4)—F(3)=1-08= 0,20
Assim, a média é dada por:
: E(X)=0xP(X=0)+1xPX=1)+2XP(X=2)+3xP(X =3) + 4 x P(X = 4)
E(X)=1x%x0,15+4+2x%x0,25+3x%x0,30+ 4 x%x0,20
E(X) = 0,15 + 0,50 + 0,90 + 0,80 = 2,35

A mediana ¢ calculada a partir da fungdo de distribuicdo acumulada. Pelo enunciado, podemos
i observar que F(x) = 50% para x € [2,3). Por convengéo, temos: :

_2+3

Xy = > 2,5
A diferenca entre a média e a mediana é:
: E(x) —xy = 2,35—2,5=-0,15
Gabarito: D

.......................................................................................................................................................................................... -



VARIANCIA E DESVIO PADRAO

Variancia

Nesta secdo, veremos medidas de dispersdo (ou variabilidade), que representam o quanto os elementos
desviam em relacdo a média.

Para calcular o desvio de um elemento x em relagdo a média do conjunto de elementos u, fazemos:
Desvio =x—u

Entretanto, ao somar os desvios de todos os elementos do conjunto, os desvios positivos (x > u) anulariam
os desvios negativos (x < u), de modo que o resultado seria zero, tendo vista a prépria definicao de média.

Nesse sentido, vamos supor o seguinte conjunto de numeros {1, 1, 1, 1, 3, 7, 7}. A média desse conjunto é:

C14+1+1+143+7+7 21

= 2o =3
K 7 7

A soma dos desvios em relacdo a média é:
Soma Desvios =(1—-3)+(1-3)+(1-3)+(1-3)+B-3)+(7-3)+(7—-3)
Soma Desvios = —-2—-2-2—-2+0+4+4=0
Assim, para que possamos somar os desvios, precisamos eleva-los ao quadrado antes.

Desvio quadrado = (x — p)?

A variancia é, portanto, definida como a média do quadrado dos desvios. Assim, em um conjunto de
elementos, somamos o quadrado de todos os desvios e dividimos pela quantidade N de elementos, para
obtermos a variancia, indicada por ¢?:

P G 1)?
N

Para o nosso exemplo, temos:

02:(1—3)2+(1—3)2+(1—3)2+(1—3)2+(3—3)2+(7—3)2+(7—3)2
7

2P+ H DA () H (0B (W) 4+4+4+4+0+16+16 48

2
? 7 7 7
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Observe que, em relacdo aos elementos repetidos, podemos multiplica-los pela sua frequéncia. Em outras
palavras, outra forma de obter a variancia é somando os produtos dos desvios quadrados multiplicados pela
sua frequéncia relativa:

crz=(1—3)2><f+(3—3)2x1+(7—3)2xz=(—2)2><é+(0)2><1+(4)2><E
7 7 7 7 7 7

s e 0s 1y iolo+32 48
=%y 7" 7 7

Genericamente, essa segunda forma de obter a varidncia pode ser representada pela seguinte férmula, em
que f, é a frequéncia relativa:

ot = ) (x—w?x f;

Para uma variavel aleatdria, a variancia é calculada de maneira similar, porém, em vez da frequéncia relativa,
utilizamos a probabilidade para cada valor de X = x.

&)

) 4

0’ =Y (x — wW)? x P(X = x)

TOME

NOTA!

A variancia da variavel aleatdria X pode ser denotada também por V(X) ou Var(X).

Vamos, entdo, calcular a variancia para o nosso exemplo do dado equilibrado, em que os valores da variavel
~ - 1 -
sdo{1,2,3,4,5,6} com probabilidade P(X = x) = - para todos os elementos e média u = 3,5.

02=(1—35)21+(2—35)21+(3—35)21+(4—35)21+(5—35)21+(6—35)21
) '6 ) '6 ) '6 ) '6 ) '6 ) '6

, 1 1 1 1 1 1

0% = (_2’5)2'5 + (_1’5)2'5 +(=0,5)%.=+ (0,5)%.= + (1'5)2'8 + (2’5)2'8

6 6

2 625 X 4 225 X 4 0.25 XS4 0.25 X L4 225 X L 4 625 XL = 17,5 x + = o2
T T D RGT 4l BT RE0 X g T Ha0 Rg T &0 BT Do X = 28 =12
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A esperanca de uma varidvel X é a soma dos produtos de cada valor de X pela sua
probabilidade:

EX)=YXxXPX=x)
Se substituirmos x por (x — 1)?, obtemos justamente a férmula da variancia:
EX—p)?=X(x—w?xPX =x)
Por isso, dizemos que a varidancia de uma variavel aleatdria é definida como:

0 = E(X — p)*

A variancia também pode ser calculada da seguinte forma:

&)

TOME

NOTA!

o’ =EX*) - ¢’

Considerando que u = E(X), podemos escrever essa formula como:
o = E(X*) - [E(X0)]?

O termo E(X?) representa a esperanca dos valores da variavel aleatdria X, elevados ao quadrado, isto €, o
produto de x? pela sua probabilidade:

E(X?) = Z x* x P(X = x)

Agora, vamos calcular a variancia para o exemplo do lancamento do dado, utilizando a segunda férmula:

0.2 — E(XZ) _IuZ
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O primeiro termo dessa formula é:
E(X?) = sz X P(X = x)

1 1 1 1 1 1
E(X?) = (1)2'8 + (2)2'6 + (3)2.3 + (4)2'8 + (5)% -+ (6)2'8

6
E(XZ)—11+41+91+161+251+361—91
76 6 6 "6 "6 6 6

O segundo termo dessa formula (em fragao) é:

7
K =357 =5

A variancia é dada pela diferenca:

, 91 49 182 147 35

o —_—— e  ————

6 4 12 12 12

Para essa segunda forma de calculo, podemos utilizar, como apoio, a tabela de distribuicdo de probabilidade,
com os valores de x e P(X = x), acrescentando duas colunas, uma com o valor da variavel ao quadrado, x?,
e outra com o produto x2. P(X = x).

A soma da Ultima coluna serd o resultado de E(X?).

x P(X =x) x? x2.P(X = x)
1 1/6 1 1/6
2 1/6 4 4/6
3 1/6 9 9/6
4 1/6 16 16/6
5 1/6 25 25/6
6 1/6 36 36/6
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Para calcular a variancia, seguimos os seguintes passos:

i) Calcular a média: u = E(X) = Y, x;. P(x;);

ii) Elevar a média ao quadrado: u?;

iii) Elevar os valores de X ao quadrado e multiplica-los pela probabilidade: x2. P(X = x);

iv) Somar os resultados do passo iii para calcular E(X?) = ¥,;(x;)?. P(x));

v) Calcular a variancia pela diferenca (iv) — (ii): 6% = E(X?) — u?2.

Atente-se para ndo esquecer o Ultimo passo. Em outras palavras, ndo pense que o resultado do passo iv,
E(X?), é avariancia.

Chamamos E(X?) de segundo momento (ou momento de segunda ordem) da variavel
aleatdria. Também podemos chamar a variancia de segundo momento central (ou
momento central de segunda ordem) da varidvel aleatéria.

HORA DI

PRATICAR!

(2017 - DPE/PR)

: Tabela — Distribuigio da varidvel aleatdria X
X P (X)

042

0,25

0,18

0,08

0,07

LAy | e | L | |
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Seja X uma variavel aleatdria discreta, sua esperanca e variancia sao respectivamente:
a) Esperanga = 2,00 e Variancia = 2,13.

b) Esperanga = 2,13 e Variancia = 1,53

| d) Esperanga = 1,00 e Variancia = 1,53

e) Esperancga = 2,13 e Variancia = 2,53

Comentarios:

Vamos utilizar novamente a tabela de distribuicdo de probabilidade fornecida para calcular os valores de
1= E(X) = Zix;. P(x;) e de E(X?) = Ti(x)2 P(xy): '

X Px) | xPx) | x> |x2P(x)
1 0,42 0,42 1 0,42
2 0,25 0,50 4 1,00
3 0,18 0,54 9 1,62
4 0,08 0,32 16 1,28
5 0,07 0,35 25 1,75
Total | 1,00 | 213 | - | 607

Portanto, temos u = E(X) = 2,13, entdo, u? = 4,54; e E(X?) = 6,07. Assim, a variancia é:
: 02 = E(X?) — u? = 6,07 — 4,54 = 1,53
Gabarito: B

(VUNESP/2014 - TJ/PA) Em uma locadora de automéveis a demanda didria é uma variavel aleatéria com a
: seguinte distribui¢do de probabilidades:

Automoveis X; 0 1 2 3 4 5
Probabilidade | 0,10 | 0,10|0,30 | 0,30 | 0,10 | 0,10

A variancia da demanda diaria é:

a) 1,85.

 b) 1,5.

c) 1,25.

 d) 1,0.

e) 0,85

Comentarios:

A variancia pode ser calculada como:

' V(X) = E(X?) — [E(X)]?

Vamos utilizar a tabela para calcular o valor de E(X):



X 0 1 2 3 4 5
P(X:) 0,1 0,1 0,3 0,3 0,1 0,1
Xi.P(X) | 0x0,1=0 | 1x0,1=0,1 | 2x0,3=0,6 | 3x0,3=0,9 | 4x0,1=0,4 | 5x0,1=0,5

Sabendo que E(X) é a soma de X;.P(X;), temos:

E(X)=0%x014+1%x01+2x03+3x03+4x0,1+5x0,1
E(X)=0+0,14+0,6+09+04+0,5=25

Logo, o quadrado de E(X) é:

Agora, vamos calcular E (X?):

[E(X)]? = (2,5)2 = 6,25

X; 0 1 2 3 4 5
(X 0°=0 1?=1 2°=4 3*=9 4’=16 5?=25
P(X) 0,1 0,1 0,3 0,3 0,1 0,1
(X)%.P(X) | 0x0,1=0 | 1x0,1=0,1 | 4x0,3=1,2 | 9x0,3=2,7 | 16x0,1=1,6 | 25x0,1=2,5

Sabendo que E(X?) é a soma de X2.P(Xi), temos:
: E(X?) = 02x 0,1+ 12 x 0,1 + 22 x 0,3 + 32X 0,3 + 42 x 0,1 + 52 x 0,1
E(X?)=0x01+1x01+4%x03+9x%x0,3+16x0,1+25x0,1
E(X®)=0+01+12+27+16+25=8,1

i Assim, a variancia é:

Gabarito: A

V(X)=81-6,25=1,85

(2019 - IF-PA) Uma varidvel aleatéria discreta Z tem funcdo de probabilidade dada por:

Vi

g

1

0 1

2

P(Z)

0.3

0.1

0.2 0.3

0.5

: Pode-se afirmar que a variancia da variavel aleatdria Z é igual a:

a) 2,64
b) 3,00
c) 3,24
d) 4,64
e) 2,84

: Comentarios:

Vamos utilizar a tabela de distribuicdo de probabilidade fornecida para calcular os valores de u = E(Z) =
i 27 P(z) e de E(Z%) = Yi(z))%.P(z;). Atente-se que a tabela abaixo estd em um formato diferente
: daquele que vimos antes (estd transposta), para acompanhar a tabela do enunciado. :



y4 -2 -1 0 1 2 Total

P(2) 0,3 0,1 0,2 0,3 0,5 1

ZP(Z) | -06 | -0, 0 0,3 1 0,6

z? 4 1 0 1 4 -

Z2P(Z2) | 1,2 0,1 0 0,3 2 3,6

Portanto, temos u = E(Z) = 0,6, entdo, u? = 0,36; e E(Z?) = 3,6. Assim, a variancia é:
: 0> =E(Z?) —u®>=3,6-0,36 = 3,24
Gabarito: C

(FGV/2022 — SEFAZ/AM) Uma variavel aleatdria X tem a seguinte fun¢do de probabilidade, sendo k uma
i constante: :

x |-20]-10(00 [10 [2
plx) |0,2 |01 [0,4 |01 [k

A variancia de X é igual a:
a) 1,8

 b) 2,0

c) 2,2

 d) 2,4

e) 2,6

Comentarios:

: Para calcular a variancia, precisamos do valor de k e da esperanca. Sabendo que a soma das probabilidades :
: éigualal, ovalor de k é dado por: :

0,2+01+04+01+k=1
k=1-08=02
Assim, a esperanca é:
: E(X) = (=2) X 0,2+ (=1) X 0,1 + 0 X 0,4 + 1 X 0,1 + 2 X 0,2
E(X) = —0,4—0,1+0+0,1+04 =0

: Agora, precisamos calcular os desvios de cada valor de x em relacdo a média (que sera igual ao préprio valor :
: da varidvel) e elevar cada desvio ao quadrado. Em seguida, multiplicamos cada quadrado pela respectiva :
: probabilidade e somamos todos os resultados:

V(X) = Z[X _EXOE X P(X = %)

: Esses calculos constam na tabela a seguir:



X 20]10]00]10] 2

p(x) 02 01]04]01]02
x - E(X) 2] 1o 1] 2
[x - E(X)]2 4 | 1] o] 1] a

x-EX)%p(x) | 0.8]01] 0 [01] 08

A variancia é a soma dos resultados da ultima linha:
: V(X)=08+014+0+0,1+08=1,8
Gabarito: A

(2012 - Empresa de Pesquisa Energética) Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes. Sabendo-se que:
: E(X)=2; E(X?Y) = 8; E(XY?) = 6 e E ((XY)?) = 24, conclui-se que o valor da varidncia de Y, Var (Y), é :

a) 48

 b) 24

c) 10

 d)3

e)2

Comentarios:

Sendo X e Y varidveis independentes, entdo vale a propriedade multiplicativa da esperanca:

: E(XY) = E(X).E(Y)

Sabendo que E(X) = 2 e que E(XY?) = 6, entdo:

: E(X.Y?) = E(X).E(Y?) = 2.E(Y?) = 6
E(Y?)=3

Considerando esse resultado e sabendo que E((XY)?) = 24, ent3o:

: E((XY)2) = E(X2.Y2) = E(X2).E(Y2) = E(X?).3 = 24
E(X?) =8

Considerando esse resultado e sabendo que E(X?Y) = 8, ent3o:

: E(X2Y) = E(X2).E(Y) = 8.E(Y) = 8
E(Y)=1

Sabendo que E(Y?) =3 e E(Y) = 1, podemos calcular a variancia, por:

; VAR (Y) = E(Y2) ~ [E(Y)]2 =3 -1 =2

Gabarito: E



Desvio Padrao

Ao utilizarmos os quadrados dos desvios, perdemos um pouco a nocdo de grandeza. Se estivermos
interessados na altura dos brasileiros, por exemplo, a média adulta masculina seria algo em torno de 173cm
e a variancia, 400cm?. Analisando somente esses nimeros, ndo entendemos muito bem o que 400cm?
guerem dizer.

Por isso, existe o conceito do desvio padrao, indicado por a, D(X) ou DP(X), definido como a raiz quadrada
da variancia:

o = Va2

Nesse exemplo hipotético, o desvio padrao seria de:

o =+v400 = 20cm

Ora, esse resultado é bem mais palatdvel — ele indica que uma boa parcela da populagdo adulta masculina
tem altura entre 153cm e 193cm. Agora, o quanto uma “boa parcela” representa depende de alguns fatores.
Entdo, aguarde cenas dos préximos capitulos!

0. N . 2 35 . ~ s
Para o nosso exemplo da moeda equilibrada, em que calculamos a variancia = = > © desvio padrdo é a
raiz quadrada desse valor:

Variancia e Desvio Padrao Amostrais

Podemos calcular a varidancia e o desvio padrdo a partir de amostras, isto é, utilizar os dados obtidos em
amostras para estimar a variancia ou o desvio padrdo da populagdo de interesse.

Para isso, considerando uma amostra de tamanho n (isto é, com n observacgées), primeiro calculamos a
média da amostra, que denotamos por X:

Para calcular a estimativa da variancia, que denotamos por s2, dividimos a soma do quadrado dos desvios
Y(x — %)% porn — 1:

2 N(x-%)?
- n—1

S
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Observe que essa formula é bastante similar a variancia populacional, com a seguinte diferenca: no célculo
da variancia populacional, dividimos pelo total da populacdo N e, no calculo da variancia amostral (isto é,
para estimar a variancia, a partir dos dados da amostra), dividimos porn — 1.

Vamos supor que o conjunto que vimos anteriormente, {1, 1,1, 1, 3,7, 7}, represente os nimeros observados
em uma amostra, obtidos a partir de uma populagao X. Assim, para estimar a variancia da populagao, a
partir dessa amostra, utilizamos a formula:

X (x —x)?
si=""
n—1
Ja calculamos a média desse conjunto: X = 3. Entdo a estimativa da variancia é:

_(1-3+(1-3+(1-3’+(1-3)+B-3)’+(7-3)"+(7-3)°

2
S 7 -1

_ DA E2H (DA (DT O+ (DT + ()
6

SZ

SZ

_A+4+4+4404+16+16 48
= - ===

HORA DE
PRATICAR!

. (FCC/2015 — SEFAZ/PI — Adaptada) Julgue a seguinte afirmativa:

As amostras | e Il dadas abaixo possuem a mesma variancia amostral igual a 10.
Amostral: 13579 Amostrall: 1113151719

Comentarios:

Para calcular a variancia amostral da Amostra |, primeiro calculamos a média da amostra:
' _Yx 1+3+5+7+9 25

X1

. n 5 5
Logo, a variancia amostral da Amostra | é dada por:
, S0 — B2
st=—
n—1

2 2 2 2 2
2:(1—5) +B=-5“+0GB-5“+(7-5“+(9-5) :16+4+0+4+16:ﬂ:
: ! 4 4 4
Para calcular a variancia amostral da Amostra Il, comecamos pelo calculo da média:
~ Yx 11+4+13+15+17+4+19 75
Xy =—= = —=
n 5 5

10

15




: A variancia amostral da Amostral Il é, portanto, dada por:

(11 —15)2 + (13— 15)?2 + (15— 15)? + (17 — 15)%? + (19 — 15)?
= 2 =
_1l6+4+0+4+16 40
_ B 4 =310
Portanto, as amostras | e Il possuem a mesma variancia amostral, igual a 10.

5,2

2

Sy

Resposta: Certo.

Propriedades

Agora, veremos as propriedades da variancia e do desvio padrdo, que sdo aplicaveis tanto a varidveis
aleatérias discretas, quanto a variaveis continuas.

Nos enunciados a seguir, consideramos X e Y varidveis aleatdrias e k uma constante real qualquer.

i) V(X + k) =V(X)

A variancia de uma varidvel aleatdria X, sendo esta somada a uma constante k, se mantém igual a variancia
de X.

Por exemplo, parak=2e V(X) = %, a variancia de X + 2 sera:

35
X+ =V =2

Vamos entender o porqué disso, com base no exemplo do dado. Sabendo que a média é
u = 3,5, vamos replicar o inicio do cdlculo da variancia, pela primeira férmula:

V(X) =X(x-w?XPX =x)

V) =(1- 3,5)2.§+ (2- 3,5)2% +(3- 3,5)2.§+ (4 — 3,5)2% +(5— 3,5)2% +(6— 3,5)2%

VX) = (=25)%=+ (=1,5)22 + (=05)%.=+ (0,5)2.= + (1,5)2.2 + (25)%. =
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Agora, vamos supor que Y represente um dado igualmente equilibrado, cujas faces variam
deY=3até Y =8. Ou seja, somamos k = 2 as faces do dado X:

Y=X+2={3,4,5,6,7, 8}
A média (ou esperanga) de Y sera:
E(Y) =3X-+44X-45X-46X-+7X-+8X-=2=55
6 6 6 6 6 6
E a variancia sera calculada como:
V() =(B-55)2z+(“4—552=+(5-552%=+(6—55)%=+ (7 - 552+ (8 - 55)%.=
2 1 21 2 1 21 2 1 21
V() = (-2,5) 2 +(—-1,5) Z + (—0,5) -z + (0,5) Z + (1,5) Z + (2,5) >
Observe que os desvios y — E(Y) sdo exatamente os mesmos de x — E(X), e as
probabilidades P(Y = y) s3o as mesmas de P(X = x). Como o cdlculo é o mesmo, o

resultado, isto é, a variancia, serd igual.

Isso acontece porque, ao somarmos a constante k = 2 aos valores de y, a média também
sofre esse mesmo acréscimo (essa é uma propriedade da esperanga):

EY)=EX+2)=EX)+2
Consequentemente, os desvios y — E(Y) sdo:
y—EXY)=(x+2)-[EX)-2]=x+2—-EX)—-2=x—-E(X)
Como as probabilidades ndo sdo alteradas pela soma da constante, P(X = x) = P(Y = y),

entdo o produto dos desvios de Y pelas respectivas probabilidades sao iguais aos de X e,
consequentemente, as variancias sao iguais!

Essa propriedade vale também quando subtraimos uma constante k (trata-se da mesma propriedade, pois
podemos considerar que estamos somando —k):

VX —-k)=V(X)
Entdo, para esse mesmo exemplo de V(X) = i—z, a variancia de X — 4 sera:

35
VX -9 =V =T

Por ser a raiz quadrada da variancia, que nado se altera, o desvio padrdo também permanece o mesmo:
DX+ k) = D(X)

D(X — k) = D(X)
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ii) V(k.X) = k2. V(X)

A variancia de uma variavel aleatdria X, sendo esta multiplicada por uma constante k, é igual a variancia de
X multiplicada pelo quadrado de k.

Ou seja, parak=2eV(X) = i—z a variancia de 2.X sera:

1/(2)()—221/()()—4§—E
e 7123

Vamos, novamente, entender o porqué disso, mas agora vamos supor que Y represente os
valores de X multiplicados por 3:

Y=3X
Pelas propriedades da esperanca, a média de Y sera multiplicada por 3:
E(Y)=E(.X) =3XEX)
E os desvios serdo multiplicados por 3:
y—EX)=03B.x)—[3.EX)] =3.[x —EX)]

Ao elevarmos esses desvios ao quadrado, os resultados serdo multiplicados pelo quadrado
de 3, (3)%:

2
(V- EM) = G.[x - ECOD* = 3 ([x — EQO?
Como as probabilidade probabilidades P(Y = y) sdo as mesmas de P(X = x), entdo, ao

multiplicarmos esses desvios pelas respectivas probabilidades obtemos o mesmo resultado
multiplicado por (3)2.

(y—E()* xP(Y =y) = 32 (x — EC)D? X P(X = x)

Quando somamos os produtos para todos os valores de y, obtemos a mesma variancia,
multiplicada por (3)?:

Y(y—EM)* x P =y) = X3 (x — ECOD? X P(X = x)

V(Y)=(3)2V(X)
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Essa propriedade também vale para a divisdo por uma constante k (podemos considerar que estamos
T 1
multiplicando por E):

X V(X
. (_) _ V&)
k k2
Note que ndo importa se k é positivo ou negativo (seja para a multiplicagao por k, seja para a divisdo por k),
pois o seu quadrado sera sempre positivo. Por exemplo, paraY = — )2—( eV(X) = % o resultado também serd
igual a:

x)_ V(X) _135_35
(=22 4’12 3

VY) =V (_—2

Como o desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia, o desvio padrdo do produto k. X, é:

D(k.X) = V(k.X) = k2. V(X) = |k|.D(X)

(&)

ESCLARECENDO!

Como a raiz de um nimero é sempre um néimero positivo, ent3o a raiz de k? é o médulo
de k, denotado por |k|:

Vk? = k|

O médulo de k, |k|, é uma “versado positiva” do nimero k, ou seja:

|k|—{k’sek20}
" |=k,sek <0

Por exemplo, se k = 3, entdo |k| = 3 ese k = —3, entdo |k| = 3.

Portanto:
D(k.X) =k.D(X),parak >0

D(k.X) = —k.D(X),parak <0

D(%)z%,parakzo

D (%) = — Dix), parak <0
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Por exemplo, para Y = 3.X, o desvio padrdo sera:
D(Y) = D(3.X) = 3.D(X)
EparaY = —)2—(, o desvio padrao sera:

iiii) V(k)=0
A variancia de uma constante qualquer é zero. Por exemplo, a variancia da constante k = 3 é:

V(3)=0

Pelas propriedades da esperanca, a média de uma constante k:
u=Ek) =k
Assim, o desvio k — u sera:
desvio=k—u=k—k=0

Portanto, a variancia sera 0.

Consequentemente, a variancia e o desvio padrdao de uma constante sao iguais a zero:
D(k)=0

Por exemplo, D(3) = 0.

iv) Se X e Y sdo independentes, entdao V(X + Y) = V(X) + V(Y)

Somente se X e Y forem variaveis aleatdrias independentes, poderemos concluir que a variancia da soma
das variaveis é igual a soma das variancias (propriedade aditiva).
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()

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que X represente os resultados do lancamento de um dado normal
(equilibrado, com faces de 1 a 6) e que Y represente os resultados do langamento do dado
equilibrado com faces de 3 a 8. Assim, se langarmos os dois dados ao mesmo tempo, qual
serd a variancia da distribui¢cdo dos resultados?

Ja calculamos as variancias de X e Y em exercicios anteriores:

Vx) ==
V(Y) =V(X) = j—z

Por estarmos lancando os dois dados, teremos a distribuicdo de X + Y, sendo X e Y varidveis
independentes, pois um langamento nao influencia no outro. Logo, a variancia da
distribuicao X + Y, é:

35 35 35 35
V(X) +V(Y) :E+E: ZE:?

Além disso, se X e Y forem independentes, entdo a varidncia da diferengca X — Y também é a soma das
variancias:

VX -Y) =V(X)+ V()

Para variaveis independentes, temos V(X +Y) = V(X) + V(Y), porém o contrario ndo é necessariamente
verdadeiro. Ou seja, é possivel verificar a identidade V(X +Y) = V(X) + V(Y) e as varidveis ndo serem
independentes.

%

'4 RESUMINDO

[

i) VXt k)=V(X)

ii) V(k.X) = k2 V(X)

i) Vk)=0

iv) Se X e Y forem independentes, entdo V(X +Y) = V(X) + V(Y)
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PRATICAR!

(2016 — Instituto Federal de Educac¢do/BA — Adaptada) Sendo X uma varidvel aleatdria, com varidncia 2,
entdo a varianciada fungdoY=a+bX,comaeb €R,é :

a) V(Y) = b?
b)V(Y)=a+b
c) V(Y) =2

: d) V(Y) = b%c?

e V(Y) =aZ+ b

Comentarios:

Pelas propriedades da variancia, temos:

' V(Y) = V(a + bx) = b2.V(X)
Como a variancia de X é V(X) = 62, entdo a variancia de Y é:

' V(Y) = b2c?

Gabarito: D.

: (FGV/2017 - IBGE — Adaptada) Para o caso de variaveis aleatérias quaisquer, existem diversas propriedades :
: que se aplicam diretamente a esperanca matematica e ao momento central de segunda ordem. Dentre essas
: propriedades esta: :

 a) Var(X) > E()

: b) Var(XY) = Var(X) + Var(Y)

c) DP(a) = 0, sendo a uma constante qualquer

d) Var(a.X) = a.Var(X), sendo a uma constante positiva

e) DP(a.X) = a.DP(X), sendo a uma constante qualquer

Comentarios:

Em relagdo a alternativa A, podemos calcular a variancia como:
Var(X) = E(X2) — [E(X)]2

Como [E(X)]? > 0 para qualquer varidvel X, ent3o, temos:

: Var(X) < E(X?)

Portanto, a alternativa A estd incorreta.

Em relacdo a alternativa B, se X e Y forem independentes, entdo podemos afirmar que:



Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

Logo, a alternativa B esta incorreta por 2 motivos:

i) Ndo pode considerar a propriedade aditiva da variancia, Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y), pois o enunciado ndo
: afirmou que X e Y sdo independentes. :

ii) Ainda que X e Y fossem independentes, a variancia da diferenca de X e Y seria igual a soma das variancias:
: Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y)

: Em relacdo a alternativa C, sabemos que a variancia e o desvio padrdo de uma constante “a” qualquer sdo :
: iguais a zero.

DP(a)=0

: Portanto, a alternativa C esta correta.

: Em relagdo a alternativa D, sabemos que para uma constante “a” qualquer:

Var(a.X) = a%2.Var(X)

: Portanto, a alternativa D esta incorreta.

: Em relagdo a alternativa E, sabemos que para uma constante “a” qualquer, temos:

DP(a.X) = |a|.DP(X)

: Assim, sendo a uma constante positiva entdo:

DP(a.X) = a.DP(X)

: Sendo a uma constante negativa entdo:

DP(a.X) = —a.DP(X)

Portanto, temos equacgdes distintas para constantes positivas e negativas, logo a alternativa E estd incorreta.

Resposta: C.



COVARIANCIA E CORRELACAO

As medidas que estudaremos nesta se¢do representam a relacdo entre duas variaveis aleatodrias.

Existem diversos exemplos de variaveis independentes, como os resultados de dois langamentos de dados
ou moedas. Mas também ha variaveis relacionadas, em que o resultado de uma influencia de alguma forma
o resultado de outra. Por exemplo, a altura de uma crianca é dependente da altura de seus pais; o volume
de dgua em uma caixa d’agua se relaciona diretamente com o seu peso; a demanda de certo produto varia
de acordo com o seu preco.

Ha varidveis fortemente relacionadas, como o volume e o peso de agua, e outras nem tanto, como a altura
dos pais e a altura dos filhos. Também existem varidveis que se relacionam em um mesmo sentido (quanto
mais altos sdo os pais, mais altos os filhos tendem a ser) e varidveis que se relacionam em sentidos opostos
(quanto maior o pregco, menor a demanda).

No grafico abaixo, ilustramos um exemplo hipotético de duas varidveis que se relacionam no mesmo sentido,
como a altura dos pais e a altura dos filhos.

Altura dos Pais X Altura dos Filhos
1,55
1,5 )
1,45 °

1,35 °

1,25 °

1,2
1,65 1,7 1,75 1,8 1,85 1,9 1,95 2 2,05

No grafico a seguir, ilustramos um exemplo hipotético de duas varidveis que se relacionam em sentidos
opostos, como o pre¢o de um produto e a quantidade adquirida.

Preco X Quantidade Comprada

35

30 °

25 °

20 °

15 (] °

10 ° 4

0
RS- R$1,00 RS$2,00 RS$3,00 RS$4,00 RS$S5,00 RS$6,00
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A covariancia e a correlagdo caracterizam tanto a forca da relagdo entre duas varidveis, quanto a sua
orientacao (se variam no mesmo sentido ou em sentidos opostos).

A covariancia entre duas variaveis aleatérias X e Y, representada por Cov(X,Y), é, por defini¢do:
Cov(X,Y) = E[(X — pux). (Y — py)]

Nessa expressdo, iy corresponde a média (esperanga) da varidvel X, uy = E(X), e uy corresponde a média
deY, uy = E(Y). Essa expressao equivale a seguinte:

&)

TOME

NOTA!

Cov(X,Y) =EX.Y) - E(X).E(Y)

Nessa formula, E(X.Y) corresponde ao seguinte:

E(X.Y) = Zx.y.p(X,y)

Ou seja, multiplicamos os possiveis valores das varidveis pelas probabilidades correspondentes. Se os valores
forem igualmente provaveis, como em uma amostra, podemos calcular E(X.Y) como:

E(X.Y) = —Z;y

Por exemplo, vamos considerar uma parte dos dados hipotéticos do grafico Preco X Quantidade Comprada,
conforme indicado na tabela abaixo.

Para calcular a covariancia, podemos criar uma nova coluna com o produto das duas variaveis, o que
permitira calcular E(X.Y).

X: Prego Y: Qtdade XY

i 1,50 30 45

i 2,00 25 50

iii 3,00 20 60
iv 5,00 2 10
Total 11,50 77 165

Como esses valores sdo igualmente provaveis, o valor de E(X.Y) pode ser calculado como:

X. 165
E(X.Y) =¥=T= 41,25
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Agora, calculamos E(X) e E(Y), isto é, a médiade Xede Y:

Yx 11,50
E(X) ==~ =——=2875
Xy 77
E(Y) —T—T = 19,25

A covariancia ser3d, portanto:
Cov(X,Y) = 41,25 — 2,875 x 19,25 = —14

Nesse caso, obtivemos uma covariancia negativa. Isso ocorreu porque as variaveis se relacionam em
sentidos opostos (relagdo negativa), isto é, quando uma aumenta, a outra diminui, em média.

Quando a covariancia das varidveis é positiva, elas variam no mesmo sentido (relagdo positiva), isto &,
guando uma aumenta, a outra também aumenta, em média.

oo
’% RESUMINDO

Para calcular a covariancia, podemos seguir os seguintes passos:

i) Multiplicar os valores de X e Y;

ii) Somar os produtos X.Y e dividir por N para obter E(X.Y) = Z;—'y;

iii) Calcular as médias E(X) = % eE(Y) = ZTy e multiplicd-las;

iv) Subtrair o resultado de ii pelo resultado de iii para obter a covariancia.

Entretanto, a for¢a da relacdo entre duas varidveis é dificil de interpretar a partir da covariancia. Em relacao
ao nosso exemplo, uma covariancia de -14 indica uma forte relagdo negativa ou uma fraca relagao?

Para isso, hd o conceito de correlacdo (ou coeficiente de correlacao), indicado por p, em que dividimos a
covariancia pelo desvio padrao de ambas as variaveis.

%

TOME

NOTA!

Cov(X)Y)
Ox.0y

p(X,Y) =
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Para calcular o desvio padrdo (populacional) para as variaveis do nosso exemplo, vamos utilizar a seguinte
féormula da variancia:

V(X) = E(X?) - [ECD)?

Para isso, vamos criar uma coluna com os valores de X2 e Y?:

X: Preco Y: Qtdade X? Y?
i 1,50 30 2,25 900
ii 2,00 25 4 625
iii 3,00 20 9 400
iv 5,00 2 25 4
Total 11,50 77 40,25 1929

Os valores de E(X?) e E(Y?) sdo, portanto:

Yx2 40,25
E(X?) = ="~ 10,06
(X?) m :
Yy? 1929
E(Y?) = =~ = 482,25
(Y#) N ,

Sabendo que E(X?2) = 10,06 e que E(X) = 2,875, entdo a variancia de X é:
V(X) = E(X?) — [E(X)]? = 10,06 — [2,875] = 10,06 — 8,26 = 1,80

E o desvio padrdo de X é:

oy = /1,80 = 1,34

Em relagdo a Y, sabendo que E(Y?) = 482,25 e que E(Y) = 19,25, entdo a variancia e desvio padrio sdo:

V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 482,25 — [19,25]? = 482,25 — 370,56 = 111,69

oy =4/111,69 = 10,57

Portanto, o coeficiente de correlagdo para o nosso exemplo é:

Cov(X,Y) _ -14
ox.oy 1,34 x10,57

p(X,Y) = =~ —0,99

Com base nesse valor, podemos concluir que a relagdo negativa entre as varidveis é muito forte, pois o valor
do coeficiente de correlagdo é préximo de -1.
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A férmula do coeficiente de correlagao também pode ser representada como:

. Yxy-nxy
p(X' Y) - \/sz—n.fzx\/Zyz—n.j/Z

Em que o numerador é igual a covariancia multiplicada por n e o denominador é igual ao
produto dos desvios padrao, também multiplicado por n.

Vamos verificar isso! A covariancia pode ser representada como:

Cov(X,Y) = EX.Y) —E(X).E(Y) =222 — 3 5 =2 (R x.y —n.2.7)

n

E os desvios padrdo sdo a raiz quadrada da variancia:

oy = V) = JEG?D) — [EP = |EX -5 = \/% (S x% — n.%)

oy = V) = JEGTD ~ENE = 22— = 2Ey? -n.7)

Dividindo a covariancia pelo produto dos desvios padrao, obtemos a férmula acima!

O coeficiente de correlagdo mede a forga e a orientacdao com que duas variaveis se relacionam linearmente,
podendo assumir valores no intervalo [-1,1].

Assim, como para a covariancia, valores positivos do coeficiente de correlagao indicam uma relagao entre
as variaveis no mesmo sentido (relagao positiva) e valores negativos indicam relacdo em sentidos opostos
(relagao negativa).

Além disso, quando p = 1, hd uma correlagao linear perfeita positiva, ou seja, as varidaveis apresentam uma
relagdo linear entre si da forma Y = aX + b, sendo a e b reais e a > 0. E o caso do volume de agua e do
peso da caixa d’agua.

Quando p = —1, hd uma correlagao linear perfeita negativa, ou seja, as varidveis apresentam uma relagdo
linear entre sidaformaY = aX + b, sendo a e b reais e a < 0. Um exemplo dessa relagdo seria o peso da
caixa d’agua e o seu espaco disponivel.
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Vejamos agora qual valor a covariancia assume quando as varidveis sdao independentes. Sendo X e Y
varidveis independentes, sabemos que:

E(X.Y)=EX).E(Y)
Portanto, a covariancia de duas varidveis independentes é:
Cov(X,Y)=EX.Y)—EX).EY)=EMX).E(Y)—EX).E(Y)=0
Consequentemente, o valor do coeficiente de correlagao para varidveis independentes também é p = 0.

Porém, é possivel ter Cov = 0, p = 0 e as variaveis ndo serem independentes.

Vamos com

f TU DO!
\ -

Existe uma exceg¢ado para essa regra!

Para variaveis binarias, isto é, que assumem apenas 2 valores, a covariancia nula implica
na independéncia dessas varidveis! Em outras palavras, se a covariancia entre 2 varidveis
binarias for nula, podemos garantir que essas varidveis sao independentes.

oo

ESQUEMATIZANDO

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Cov(X)Y)
Ox.0y

p(X,Y) = ,p €[-1,1]
Variaveis X e Y Independentes - Cov(X,Y) = 0,p(X,Y) =0
Cov(X,Y) > 0,p(X,Y) > 0 & Relagdo positiva (X e Y variam no mesmo sentido)

Cov(X,Y) < 0,p(X,Y) < 0 < Relagdo negativa (X e Y variam em sentidos opostos)

p(X,Y) =1 & relagdo linear perfeita positiva & Y = aX + b,a > 0

p(X,Y) = —1 o relagdo linear perfeita negativae Y =aX + b,a <0
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HORA D

PRATICAR!

: (2018 — UFRGS) A anilise de permite estudar a relagdo entre dois conjuntos de valores e :
guantificar o quanto um esta relacionado com o outro, no sentido de determinar a intensidade e a direcdo
: dessa relagdo. Isto é, essa andlise indica se, e com que intensidade, os valores de uma variavel aumentam ou
: diminuem enquanto os valores da outra variavel aumentam ou diminuem. :

: Assinale a alternativa que completa corretamente a lacuna do texto acima.
a) correlagao

: b) dispersao

c) classificacdao

d) agrupamento

: e) regressdo

Comentarios:

O conceito que estuda a relagdo entre duas variaveis, representando tanto a for¢a dessa relagdo quanto o
seu sentido, é a correlacdo. :

Gabarito: A

: (2015 - PC/GO) Com o intuito de avaliar possiveis correlagdes entre varidveis, um grafico de dispersdo pode
ser um aliado na tomada de decisdo. Esse grafico, elaborado no eixo cartesiano, plota resultados das :
varidveis estudadas a fim de representa-las conjuntamente. Sejam x e y varidveis referentes a “tempo de
i experiéncia” e “tempo de execucdo de tarefa”, respectivamente, e analisando o grafico de dispersao
: apresentado, assinale a alternativa correta. :

w
3

w
o
L]

e

.
R

w
S
.

. D

w
[

. sws . .

. e v s

w
o

Tempo de execugdo (minutos)
®

~
o

6 8 10 12 14 16 |
Tempo de experiéncia (anos)

: a) E observada uma correlacio positiva perfeita entre as varidveis.
b) E observada uma correlacdo positiva entre as varidveis.
: ) E observada uma correlagdo nula entre as variaveis.

: d) E observada uma correlagdo negativa entre as variaveis.



: e) E observada uma correlagdo negativa perfeita entre as varidveis..
i Comentarios:

i Pelo grafico, observamos que as varidveis se relacionam em um mesmo sentido, portanto a correlagdo é :
i positiva. Porém, essa relagdo ndo é perfeitamente linear, por isso a correlagdo ndo é perfeita. :

Gabarito: B

: (FCC/2015 — SEFAZ/PI - Adaptada) Julgue as seguintes afirmacdes:
| — Se r é o coeficiente de correlacdo linear entre duas varidveis, entdo -1 <r<1.

: 1l —Se duas varidveis X e Y apresentam correlacdo linear inversa, o coeficiente de correlagdo linear entre elas :
i sera um numero negativo menor do que -1.

: Comentarios:
: Em relacdo a afirmacdo |, o coeficiente de correlagdo varia entre [-1,1]. Portanto, a afirmacgdo | esta correta. :

: Em relagdo a afirmacdo Il, se X e Y se relacionam de forma inversa, entdo o coeficiente de correlagdo é :
: negativo. Porém, como o menor valor para o coeficiente é -1, o coeficiente serd um valor negativo maior ou :
: igual a -1, ndo menor do que -1. Portanto, a afirmacdo Il estd incorreta. :

Resposta: | — Certo; Il — Errado.

: (CESPE/2016 — TCE/PR) Se satisfacdo no trabalho e sadde no trabalho forem indicadores com variancias
populacionais iguais a 8 e 2, respectivamente, e se a covariancia populacional entre esses indicadores for
: igual a 3, entdo a correlagdo populacional entre satisfagdo no trabalho e saide no trabalho sera igual a

: a) 0,8125.

b) 1.

c) 0,1875.

d) 0,30.

e) 0,75.

Comentarios:

Sabendo que V(X) = 8, V(Y) = 2 e Cov(X,Y) = 3, entdo a correlagdo é dada por:
: Cov(X,Y) 3 3

X,7) = = =-=0,75
p Ox.0y \/§\/§ 4

Gabarito: E

: (2018 — FUNPAPA) Um pesquisador suspeita que existe uma correlagdo entre o nimero de promessas que :
um candidato politico faz e o nimero de promessas que sdao cumpridas uma vez que o candidato é eleito.
Ele acompanha vdrios politicos proeminentes e registra as promessas feitas (X) e as promessas mantidas (Y).
Utilizando os seguintes dados sumarizados, calcule o coeficiente de correlacdo entre as promessas feitas e
: as promessas mantidas e assinale a alternativa correta. :



i.\',=2ﬂi}~ > ¥ =28, Z\-,;-,=94n. i_rf=]24[‘]ﬂ e i_ﬁ=14n_

=1
: a) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :
: forte e positiva.

: b) O coeficiente de correlacdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :
: fraca e negativa.

: ¢) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :
: forte e negativa.

: d) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :
: fraca e positiva.

: e) O coeficiente de correlacdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :
ir=0,5.

{ Comentarios:

: O coeficiente de correlacdo é calculado por:

A covariancia pode ser calculada por:
Cov(X,Y) =EX.Y) —EX).E(Y)

O enunciado informa que Y, x.y = 940 en = 7, logo:

X. 940
E(ry) = 2y %0
: n 7
O valor de E(X) pode ser calculado a partir da informac&o de que ), x = 280, logo:
x 280
o =25 =20
: n 7
O valor de E(Y) pode ser calculado a partir da informagdo de que ), y = 28, logo:
28
E(Y) = & =—=14
: n 7
Assim, o valor da covariancia é:
Cov(X,T) _ 940 280x4—940 1120 180~257
) =T T T X T T T R T =y

: Para calcular o coeficiente de correlacdo, vamos primeiro calcular a variancia de X utilizando a seguinte :
: férmula: :

V(X) = E(X?) — [E(X)]?
O enunciado informa que ¥, x? = 12400, logo:

x? 12400
E(XZ) — Z_ -
n 7

Sabendo que E(X) = @ = 40, ent3o a variancia de X é:



12400

12400 11200 1200
V) = ——— - 40% = - -

7 7 7

1200 12
ox = |——=10 |- =131

O enunciado informa que Y, y? = 140, logo:

E o desvio padrdo de X é:

2140
E(Y?) =ZTy=—=zo

Sabendo que E(Y) = 4, ent3o a variancia de Y é:

V(Y)=20-4>=20-16=4

E o desvio padrdo de Y é:

ox =V4=2

Assim, o coeficiente de correlagdo é:

. Cov(X,Y)  —257
Ox. Oy 13,1 x 2

Como -0,98 é muito préoximo de -1, ha uma correlagdo forte e negativa.

p(X,Y) = ~ —0,98

Gabarito: C

5
1

Propriedades

Veremos agora propriedades da covariancia e da correlagdo, que valem tanto para variaveis discretas,
guanto para varidveis continuas. Nesta sec¢do, deduziremos algumas propriedades para que vocé possa
escolher se prefere deduzi-las ou memoriza-las.

A seguir, consideramos X, Y e Z varidveis aleatérias e k uma constante real qualquer.

i) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
A covariancia é considerada uma medida simétrica, pois ndo importa qual é a variavel que aparece primeiro.

De fato, a férmula da covariancia é composta por produtos e, por isso, a ordem das variaveis é indiferente
(a ordem dos fatores ndo altera o produto):

Cov(X,Y) =EX.Y)—EX).E(Y) =E(Y.X) —E(Y).E(X) = Cov(Y,X)

Por exemplo, se a covariancia entre X e Y for Cov(X,Y) = 6, entdo a covariancia entre Y e X também serd
Cov(Y,X) = 6.
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Pelo mesmo motivo, o coeficiente de correlagdo também é simétrico:

p(X,Y) =p(Y,X)

Afinal, ele é a razdo entre a covariancia e o produto dos desvios padrio:

Cov(X,Y) Cov(Y,X)

p(X,Y) = =p,X)

Ox.O0y Oy.Oyx

i) Cov(X,X) =V(X)
A covariancia de uma mesma varidvel é igual a sua variancia.

Por exemplo, sendo X uma variavel aleatdria com variancia V(X) = 4, entdo a covariancia dessa varidvel com
ela mesma é igual a propria variancia: Cov(X,X) = 4.

&

ESCLARECENDO!

Podemos obter esse resultado, pela férmula da covariancia:
Cov(X,Y) =EX.Y) —EX).E(Y)
Assim, o valor de Cov(X, X) é:

Cov(X,X) =E(X.X) —EX).EXX) =EX?) - [EX)]?

Essa é exatamente a férmula da variancia!

Dessa forma, o coeficiente de correlacdo de uma mesma variavel é:

Cov(X,X) Var(X) 1
ox.0x  Ox%

p(X,X) =

Ou seja, ndo importa qual é a varidvel, o seu coeficiente de correlagdo com ela mesma é igual a 1.

iiii) Cov(k,X)=0

A covariancia de uma constante e uma variavel é igual a zero.
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Ou seja, a covariancia de uma varidvel X com uma constante k = 5, por exemplo, é Cov(X,5) = 0. Essa
propriedade vale para qualquer varidvel X e qualquer constante k.

)

ESCLARECENDO!

Vejamos o porqué desse resultado. Pela férmula da covariancia, temos:
Cov(k,X) = E(k.X) — E(k).E(X)

Sabemos que E(k.X) = k.E(X) e E(k) = k. Substituindo esses resultados, temos:

Cov(k,X) =k.E(X)—k.E(X)=0

Como a covaridncia Cov(k,X) = 0, entdo a correlagdo também é igual a O:

p(k,X)=0

iv) CoviX+aY+hb)=Cov(X)Y)

A covariancia ndo se altera quando somamos ou subtraimos constantes as varidveis. Por exemplo, sendo
Cov(X,Y) = 6, entdo a covariancia entre a variavel X + 5 e a variavel Y — 4 sera a igual:

Cov(X+5,Y—4)=Cov(X,Y)=6

Podemos verificar essa propriedade, pela formula de covariancia:
CoviX+aY+b)=E[X+a).Y+Db)]-EX+a).EY +Db)
Aplicando a distributiva na primeira expressao, temos:
Cov(X+aY+b)=EX.Y+bX+aV+ab)—EX+a).EY+b)
Pelas propriedades da esperanca, temos:

CoviX+a,Y+b)=EX.Y)+b.EX)+a.E(Y)+a.b.—[EX)+a].[E(Y) + b]
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Aplicando a distributiva no segundo termo:
= EX.Y) +b.EX) + a.E(Y) + a.b. —[E(X). E(Y) + b. E(X) + a. E(Y) + a.b]
=E(X.Y) +b.E(X) +a.E(Y) + a.b.—E(X).E(Y) — b.E(X) — a.E(Y) — a.b
Cov(X +a,Y +b) = E(X.Y) —E(X).E(Y)

Essa é justamente a férmula da covariancia Cov(X,Y)!

Dessa forma, o coeficiente de correlacdao também ndo se altera quando somamos ou subtraimos constantes
as variaveis:

p(X+aY+b)=pXY)

v) Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)

A covariancia da soma de varidveis aleatdrias X + Y e uma outra varidvel Z é igual a soma da covariancia entre
X e Z com a covariancia entre Y e Z.

Por exemplo, vamos supor que a covariancia entre as varidveis X e Z seja Cov(X,Z) = 1 e que a covariancia
entre as variaveis Y e Z seja Cov(Y,Z) = 2. Supondo que a varidvel Srepresente asomaS =X +Y, entdo podemos

calcular a covariancia entre S e Z:

Cov(S,Z) =Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z) + Cov(Y,Z2) =1+2=3

Novamente, podemos verificar essa identidade, pela férmula de covariancia:
CoviX+Y,Z)=E[X+Y).Z| -EX+Y).E(Z)

Aplicando a distributiva na primeira expressao, temos:
CoviX+Y,Z)=EX.Z+VY.Z)—EX+Y).E(Z)

Pela propriedade aditiva da esperanca, temos:

Cov(X+Y,2) =E(X.2)+ E(Y.2) — [E(X) + E(Y)].E(Z)
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Aplicando a distributiva no segundo termo:
CoviX+Y,Z)=EX.Z)+E(Y.Z) - [E(X).E(Z) + E(Y).E(Z)]
CoviX+Y,Z)=EX.Z)+E(Y.Z)—EX).E(Z) —E(Y).E(Z)
Reorganizando esses termos:

CovX+Y,2)=E(X.2) —EX).E(Z)+E(Y.Z) —E(Y).E(Z)

Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y,Z)

A mesma propriedade pode ser aplicada para a subtracao de varidveis:
Cov(X-Y,Z) =Cov(X,Z) — Cov(Y,Z)

Ou seja, para o nosso exemplo em que Cov(X,Z) = 1 e seja Cov(Y,Z) = 2, supondo D =X —Y, entdo a covariancia
entreDeZé:

Cov(D,Z) = Cov(X—-Y, Z) =Cov(X,Z) — Cov(Y,2)=1-2=-1

vi) Cov(kX,Y) = Cov(X,kY) = k.Cov(X,Y)

A covariancia de duas varidveis aleatodrias, sendo qualquer uma delas multiplicada por uma constante, é
igual ao produto da constante pela covariancia das varidveis.

Considerando que a covariancia entre X e Y é Cov(X,Y) = 6, entdo, supondo W = 5.Y, a covariancia entre X e
W sera:

Cov(X,W) = Cov(X,5.Y) = 5.Cov(X,Y) = 5x6 = 30
E se definissemos a variavel H = 5.X, entdo a covariancia entre H e Y seria:
Cov(H,Y) = Cov(5.X,Y) = 5.Cov(X,Y) =30

Teriamos o mesmo resultado! Ou seja, ndo importa qual é a varidvel que estd sendo multiplicada pela
constante, pois o resultado serda o mesmo: a covariancia sera multiplicada pela constante.

O mesmo vale para quando estamos dividindo por uma constante k (pois € o mesmo que multiplicar pela
1 Y A .
constante E)' Por exemplo, para G = 3 @ covariancia entre X e W sera:

Y 1 1
Cov(X,G) = Cov (X,g) = §.Cov(X, Y) = §.6 =2
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ESCLARECENDO!

Essa propriedade também pode ser verificada, a partir da férmula da covariancia e das
propriedades da esperanga.

Cov(k.X,Y) =E(k.X.Y) —E(k.X).E(Y)
Cov(k.X,Y) =k.EX.Y) —k.E(X).E(Y) = k. [EX.Y) — EX).E(Y)]

Cov(k.X,Y) = k.Cov(X,Y)

Podemos deduzir que, se ambas as variaveis estiverem multiplicadas pela constante, entdo:
Cov(k.X,k.Y) = k.k.Cov(X,Y) = k?.Cov(X,Y)

Por exemplo, sendo W =5.Y e H=5.X, a covariancia entre He W é:
Cov(H,W) = Cov(5.X,5.Y) = 5x5.Cov(X,Y) = 25x6 = 150

E se as constantes forem diferentes, teremos:

Cov(k.X,l.Y) =k.l.Cov(X,Y)

Y A . /
Por exemplo, para G = ze H =5.X, a covariancia entre He G é:

10

Y 1 1
Cov(H,G) = Cov (S.X,g) = 5.§.Cov(X, Y) = 5.5.6

E como fica o coeficiente de correla¢do?
Se as varidveis estiverem multiplicadas por duas constantes quaisquer, k e [, o coeficiente de correlagdo se
manterd o mesmo se as constantes tiverem o mesmo sinal (kI > 0) e tera sinal contrario se as constantes
tiverem sinais diferentes (kl < 0):
pk.X,LY)=pX)Y),sekl>0
pk.X,LY)=—-p(X,Y),sekl<0

Assim, o coeficiente de correlagdo ndo varia, em moddulo, ao multiplicarmos as variaveis aleatérias por
constantes reais.



&

ESCLARECENDO!

Para obter o coeficiente de correlagao, dividimos a covaridncia pelos desvios padrao:

Cov(k.X,lY) _ klCov(X)Y)

OkXxOlLx Ok.Xx0LX

p(k.X, 1Y) =

Pelas propriedades do desvio padrdo, sabemos que oy, x = |k|. 0y e g,y = |L|. 0y:

k.lcCov(X)Y) _ ki Cov(X,)Y)
|kl|.ox.|l].0vy | k1| 0x.0x

p(k.X, 1Y) =

cov(X,Y)
Ox.0x

Sabemos que = p(X,Y), logo:

p(k.X,1.Y) = % x p(X,Y)

Assim, se o produto das constantes for positivo, kl > 0, o que ocorre quando as constantes
possuem o mesmo sinal, entdo teremos kl = |kl| e o mesmo valor para o coeficiente de
correlacdo:

kl

plk.X, 1Y) = 25:x p(X,Y) = L.p(X, )

Se o produto das constantes for negativo, kl < 0, o que ocorre quando as constantes
possuem sinal contrario, entao teremos kl = —|kl| e o coeficiente de correlagdo terd sinal
contrario:

p(k.X,LY) = % x p(X,Y) = —1.p(X, Y)

Por exemplo, sendo A=5.XeB= §.Y, o produto entre os coeficientesk=5el= é é positivo:

“1
W[ =
Il
I
Vv
o

Portanto, o coeficiente de correlagdo entre X e Y se mantém o mesmo:

p(A,B) = p (s.xé.y) — p(X,Y)

Similarmente, se tivermos C=-5.Xe D = — ;.Y, o produto também serd positivo:

5 X 1—5>0
3 3




Logo, o coeficiente de correlagdo também se mantém o mesmo:
1
p(C.D) = p(=5.%,-3.7) = p(x, 1)

. . 1 . . .
Porém, se tivermos A=5XeD=— E'Y’ o produto entre os coeficientes é negativo:

Por isso, o coeficiente de correlacdo tera sinal oposto:

p(A,D) = p(S.X,—%.Y) = —p(X,Y)

Se houver apenas uma constante k multiplicando uma das varidveis, temos um caso especifico dessa
propriedade, paral = 1. Nesse caso, o coeficiente de correlacdo serd o mesmo se k > 0 e tera sinal contrario
sek <0:

p(k.X,Y)=p(X,Y),sek>0

p(k.X,Y) =—p(X,Y),sek <0

‘9',9‘ ;
’ RESUMINDO

Propriedades da Covariancia

i) Simetria: Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

ii) Mesma variavel: Cov(X,X) = Var(X)

iii) Com uma constante: Cov(k,X) =0

iv) Soma/Subtragdo de uma constante: Cov(X + a,Y £ b) = Cov(X,Y)

V) Soma/Subtragio de variaveis: Cov(X +Y,Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)
vi) Produto de constantes: Cov(k.X,1.Y) = k.l.Cov(X,Y)
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PRATICAR!

(FGV/2015 Prefeitura de Recife/PE) Uma variavel aleatdria X tem média igual a 2 e desvio padrdo igual a
2. Se Y = 6 — 2X, entdo a média de Y, a variancia de Y e o coeficiente de correlacdo entre X e Y valem,
: respectivamente, :

a)-2,4el.

b)-2, 16 e 1.

c)2,16e-1.

 d)10,2¢e 1.

e)2,4e-1.

Comentarios:

Pelas propriedades da esperanca, temos:

' E(Y) = E(6 - 2X) = 6 — 2.E(X)

O enunciado informa que a média de X é E(X) = 2, logo:

: E(Y)=6-2.2=2

: Pela propriedade da variancia, temos:

' V(Y) = V(6 — 2X) = (2)2.V(X) = 4V(X)

: O enunciado informa que o desvio padrdo de X é DP(X) = 2. Assim, a variancia é V(X) = 22=4:
: V(Y)=4.4=16

: Como Y = 6 — 2X, o coeficiente de correlagdo de X e Y é:

' p(X,¥) = p(X,6 — 2X)

Sabemos que a soma de constantes ndo altera o coeficiente de correlagao, logo:

p(X,Y) = p(X, —2X)

: Aqui, temos uma constante negativa multiplicando uma das variaveis: k

-2 < 0. Logo, o coeficiente de :
: correlacdo tera sinal contrario: :

_ p(X,Y) = —p(X,X)
Sabemos que p(X,X) = 1, logo:

Gabarito: C



VARIANCIA DA SOMA E DA DIFERENCA

No caso geral, a variancia da soma é dada pela seguinte formula:

VIX+Y)=VX)+ V() +2.Cov(X,Y)

Por exemplo, vamos supor que a variancia de X é V(X) = 3, que a variancia de Y é V(Y) = 4 e a covariancia
entre Xe Y é Cov(X,Y) = 1. Entdo, a variancia da soma das variaveis S = X + Y sera:

V(S)=V(X+Y)=V(X)+V(Y) + 2.Cov(X,Y) =3 +4+2x1=9

Para a subtragdo das variaveis, temos:

V(X —Y) =V(X) +V(Y) — 2.Cov(X,Y)

Para o mesmo exemplo, sendo D = X —Y, a variancia de D sera:

V(D) =V(X-Y)=V(X)+V(Y)—2.Cov(X)Y) =3+4—-2x1=5

00
#ACORDE!

Observe que, tanto na férmula da variancia da soma V(S), quanto na formula da
variancia da subtracdo V(D), iremos somar as variancias de X e Y.

A diferenca entre as duas formulas estd no sinal da covariancia, multiplicada por 2.
Para a variancia da soma V(S), somamos o dobro da covariancia e para a variancia
da subtragao V(D), subtraimos o dobro da covariancia.

Para ajudar a lembrar, observe a similaridade das férmulas acima com os produtos notaveis:
(x+y)2=x%+y2+2.x.y
(x—y)2=x%2+y2-2.x.y

Para varidveis independentes X,Y, temos Cov(X,Y) = 0 e, portanto, a varidncia da soma serd igual a
variancia da diferenca (propriedade aditiva da variancia):

VIX+Y)=V(X) + V() +2.Cov(X,Y) = V(X) + V(Y)
VX =Y)=V(X) + V() = 2.Cov(X,Y) = V(X) + V(Y)
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Por exemplo, se X e Y forem independentes, com V(X) = 3 e V(Y) = 4, entdo a variancia da soma e da diferenca
serao iguais a:

V(X +Y)=V(X=Y)=V(X)+V(Y) =7

“J  INDO MAIS
» FUNDO!

Se as variaveis forem multiplicadas por constantes reais quaisquer k, [:
Vk.X+1Y)=V(k.X)+V(I.Y)+2.Cov(k.X,LY)
Sabemos que:
V(k.X) = k2 V(X)
V(LY)=12V()
Cov(k.X,l.Y) = k.l.Cov(X,Y)
Entdo:
Vk.X+LY)=Kk2V(X)+I2.V(Y) + 2.k.L.Cov(X,Y)
Analogamente, temos:
Vk.X-LY)=Kk2V(X)+I2.V(Y) —2.k.L.Cov(X,Y)
Perceba que a similaridade com os produtos notaveis se mantém:

(kex+1Ly)2=k%2x2+12.y2+2.(k.D.x.y

(k.x —Ly)  =k%:x2+1%2.y?-2.(k.1).x.y

E se houver mais de 2 varidveis? A variancia da soma de 3 variaveis, por exemplo, é:
VX+Y+2Z)=VX)+VY)+V(Z)+2[Cov(X,Y) + Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)]

Ou seja, precisamos somar as variancias ao dobro das covariancias entre todas as varidveis. E importante
notar que consideramos a covaridncia entre duas varidveis uma Unica vez, em razdo da sua simetria, isto &,
Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

Para n variaveis X1, X5, ..., X,,, podemos representar a varidncia da soma )i~ X; como:

V( N Xl-> = zn: V(X)) + z.zn: zn: Cov (X, X;)

i=1 j>i i=1



PRATICAR!

r (2016 — IBGE) Se duas variaveis aleatdrias, X e Y, tém correlagdo linear negativa, entao:

a) Quanto menor for o valor de X, menor serd o valor de Y.

: b) A soma dos valores esperados de X e Y é menor do que o valor esperado de X +Y.

c) O produto dos valores esperados de X e Y é menor do que o valor esperado do produto X.Y.
: d) A soma das variancias de X e Y é igual ou menor do que as variancias de X + Y.

e) A soma das variancias de X e Y é estritamente maior do que a varidncia de X + .
Comentarios:

: A questdo informa que a correlacdo linear entre X e Y é negativa.

: Em relagdo a alternativa A, como a covariancia é negativa, entdo X e Y se relacionam em sentidos opostos. :
: Assim, quanto menor for o valor de X, maior sera o valor de Y (em média). :

Portanto: alternativa A incorreta.

Em relagdo a alternativa B, a soma dos valores esperados E(X) + E(Y) é igual ao valor esperado E(X+Y), para
quaisquer variaveis X e Y. :

: Portanto: alternativa B incorreta.
Em relacdo a alternativa C, o valor de E(X.Y) pode ser calculado a partir da covariancia:
Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)
E(X.Y) = Cov(X,Y) + E(X).E(Y)
Como a correlacdo entre X e Y é negativa, entdo Cov(X,Y) < 0. Dessa forma:
E(X.Y) < E(X).E(Y)
Ou seja, o produto dos valores esperados E(X).E(Y) é maior que o valor esperado do produto E(X.Y).
: Portanto: alternativa C incorreta.
: Em relacdo as alternativas D e E, a varianciade X + Y é:
V(X +Y)=V(X)+V(Y) + 2.Cov(X,Y)
: Como Cov(X,Y) <0, entdo:
V(X +Y) < V(X) + V(Y)
: Ou seja, A soma das variancias de V(X) + V(Y) € maior que a V(X +Y).
: Portanto: alternativa D incorreta e alternativa E correta.

Gabarito: E.



(FGV/2015 - TJ/RO) Seja X = nimero de anos de condenacdo e Y = nivel de renda do condenado (mil reais).
: Sdo fornecidas ainda as seguintes informacdes: :

: Var(X) = 25; Var (Y) = 16 e Var (X+Y) =21

: Assim sendo, a correlagdo entre X e Y é igual a:

: a) 0,20
: b) 0,25

c) 0,50

: d)-0,50
: e)-0,10

Comentarios:

: A correlagdo é dada por:

: Os valores dos desvios padrdo sao a raiz quadrada das varidncias. Sendo V(X) = 25, ent3o:

Cov(X,Y)

X,Y) =
p(X,Y) p—

: O valor de Cov(X,Y) pode ser obtido pela férmula da variancia da soma:
V(X +Y)=V(X) + V(Y) + 2.Cov(X,Y)
O enunciado informa que V(X + Y) = 21, V(X) = 25 e V(Y) = 16, logo:

21 =25 + 16 + 2.Cov(X,Y)

2.Cov(X,Y) =21 — 25— 16 = -20

Cov(X,Y) =-10

O'X=\/2_5=5

Sendo V(Y) = 16, entdo:

Uy:\/l_:4

: Portanto, o coeficiente de correlagao é:

Cov(X,Y) -—10
p(X,Y) = =

Ox.0y 5x4



Resumo da Aula

Funcdo de Distribuicao Acumulada
F(x) =P(X <x)

Esperanca Matematica (média)

E(X) = Zx.P(X —x)

Propriedades:
e E(kX)=k.EX)
EX+k)=EX)+k

EX+Y)=EX)+EQX)
E(k) =k

Se X e Y forem independentes, entdo E(X X Y) = E(X) X E(Y)
Moda: valor de X com maior probabilidade

Mediana: divide a distribuicdo em duas partes iguais

F(xMed) = 0,5

Variancia
V(X) = Z(x 1?2 X P(X =x)

Propriedades:
o VIX+k)=VX)
o V(k.X)=k%V(X)
e V(k)=0

e SeXeYforemindependentes, entdo V(X +Y) =V (X) + V(Y)




Desvio Padrao

o=.V(X)
Covariancia
Cov(X,Y) =E(X.Y)—EX).E(Y)

Correlacao

Se X e Y forem independentes, entdo Cov(X,Y) = 0,p(X,Y) =0

Variancia da Soma e da Diferencga
VX +Y)=V(X)+ V() +2.Cov(X,Y)
VX -Y)=V(X)+ V() —2.Cov(X,Y)

Coeficiente de Variacao



COEFICIENTE DE VARIACAO E VARIANCIA RELATIVA

A definicdo de coeficiente de variacao (também chamado de desvio padrdo relativo ou, ainda, de
coeficiente de variabilidade), Cy, é:

CV=

o
u

Podemos dizer que esse parametro representa uma normalizacdo do desvio padrdo pela média. A
normalizagdo tem como objetivo transformar determinados valores para uma escala comum, permitindo
assim uma anadlise comparativa. Nesse caso, dividimos o desvio padrdo pela média para que possamos
comparar a dispersao de varidveis com médias distintas.

Por exemplo, vamos supor que a varidvel aleatéria X apresente média uy = 100 e desvio padrao oy = 20;
e que a variavel aleatéria Y apresente média uy = 10 e desvio padrdo oy = 5.

Nesse caso, nao poderiamos afirmar que a dispersao de X é maior que a de Y, simplesmente porque oy >
oy. Para efetuarmos essa comparagao, precisamos do Coeficiente de Variacao. Para esse exemplo, temos:

C _GX_ZO_OZ
x T e 100
oy 5
Cy,=—=—=20,5

Ty 10

Portanto, Cy, > Cy,. Como a média e o desvio padrdo consideram a mesma unidade de medida (que
dependem da variavel aleatédria), o coeficiente de variacdo é adimensional, isto é, ndo possui unidade de
medida, sendo apenas um ntimero.

A variancia relativa, I/p, também apresenta o mesmo objetivo, qual seja, de permitir comparagdes entre
varidveis com ordens de grandeza distintas.

Por definicdo, a variancia relativa é o quadrado do coeficiente de variagao:

N
VR=(CV)2=%:%

Ou seja, a variancia relativa é o quociente entre a variancia e o quadrado da média.

Para o nosso exemplo, em que Cy, = 0,2, a variancia relativa de X é:

Ve = (C)? = (0,2)?> = 0,04
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PRATICAR!

(2015 Analista de Planejamento e Orgamento) O coeficiente de correlacdo de duas varidveis aleatérias x
: ey éigual 0,7, ouseja: 6 (x, y) =0,7. O coeficiente de variabilidade de x é 0,3 — por yx =0,3. O coeficiente de
: variabilidade de y é 0,5 — yy =0,5. Com essas informag&es sobre as varidveis x e y, pode-se, corretamente,
afirmar que:

a) a medida que x cresce, em média y decresce.

b) a variabilidade absoluta de x é maior que a variabilidade absoluta de y.
c) o desvio-padrdo de x € 30% menor do que sua média.

d) o desvio-padrdo de y é 50% de sua média.

e) o desvio-padrdo de y é 50% maior do que sua média.

Comentarios:

A questdo informa que o coeficiente de correlagdo entre X e Y é 0,7: p(X,Y) = 0,7; que o coeficiente de
: variabilidade (ou de variagdo) de X € 0,3: :

Ox
C,, =—=20,3
Vx Ux

: E que o coeficiente de variabilidade (ou de variagdo) de Y € 0,5:

Oy
C,,=—=20,5
Y Uy

: Em relagdo a alternativa A, como o coeficiente de correlacdo é positivo, a medida que x cresce, em média, y
: também cresce.

: Portanto, a alternativa A esta incorreta.

: Em relagdo a alternativa B, ndo é possivel calcular as médias puy e uy com as informacgdes fornecidas, assim,
: ndo é possivel afirmar algo sobre as variabilidades absolutas (isto é, os desvios padrdo ou as variancias) das :
i variaveis. :

Portanto, a alternativa B esta incorreta.
Em relagdo a alternativa C, podemos afirmar que o desvio padrdo de X é 30% da sua média:
oy = 0,3 X uy
Portanto, a alternativa C estd incorreta.
Em relagdo as alternativas D e E, podemos afirmar que o desvio padrdao de Y é 50% da sua média:
: oy = 0,5 X uy
: Portanto, a alternativa D esta correta e a alternativa E esta incorreta.

Gabarlto D.



Resumo

Funcao de Distribuicao Acumulada: F(x) = P(X < x)
Esperanca Matematica (média): E(X) = Y x. P(X = x)

e E(kX)=k.E(X)

e E(X+k)=EX)+k

e EX+Y)=EX)+E(®Y)

e E(k)=k

e Se XeY foremindependentes, entdo E(X X Y) = E(X) X E(Y)
Moda: valor de X com maior probabilidade
Mediana: divide a distribuicdo em duas partes iguais, F (Xpeq) = 0,5
Variancia: V(X) = Y(x — u)? x P(X = x)

e VX+k)=V(X)

e V(k.X)=k%2V(X)

e V(k)=0
e SeXeYforemindependentes, entdio V(X +Y) =V(X) + V(Y)

Desvio Padrao: g = ,/V(X)

Covariancia: Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Cov(X)Y)
Ox.0y

Correlagao: p(X,Y) =

e Se XeY foremindependentes, entdo Cov(X,Y) =0,p(X,Y) =0
Variancia da Soma e da Diferenca
VX +Y)=V(X)+V(¥)+2.Cov(X,Y)
VX -Y)=V(X)+ V() —2.Cov(X,Y)
Coeficiente de Variacao: ¢, = %

v

Variancia Relativa: Vi = (Cy)? = "




