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DISTRIBUICAO DE BERNOULLI

Uma variavel aleatdria discreta X com Distribuicdo de Bernoulli assume apenas 2 valores possiveis, 0 ou 1,
em um experimento realizado uma unica vez. Esse experimento é chamado de Ensaio de Bernoulli ou
Experimento de Bernoulli.

Um exemplo classico dessa distribuicdo é o langamento de uma moeda.

Chamamos os resultados possiveis de sucesso (em que a variavel assume o valor X = 1) ou fracasso (em que
a varidvel assume o valor X = 0). Se estivermos interessados na face CARA, esta representaria o sucesso e

COROA representaria o fracasso (ou o contrario, se estivéssemos interessados na outra face).

Nesse exemplo, ndao faz muita diferenca qual face corresponde ao sucesso ou ao fracasso, porque a
probabilidade de ambas é a mesma: 50%.

Agora, vamos considerar que estamos torcendo para que o resultado do lancamento de um dado seja um
multiplo de 3. Nesse caso, os resultados 3 e 6 correspondem ao sucesso e os demais resultados
correspondem ao fracasso.

Assim, teriamos 2 resultados de sucesso (em que X = 1) e 4 resultados de fracasso (em que X = 0). Logo, as
probabilidades seriam as seguintes:

PX=1)=

P(X=0)=

Normalmente, indicamos a probabilidade de sucesso como p e a probabilidade de fracasso como q.
p=PX=1)

q=PX=0)

1 2
Para esse exemplo, temos p = 3eq =73

Outro exemplo de uma distribuicdo de Bernoulli é associar o sucesso a apenas uma das faces do dado, por
exemplo, a face 3. Nesse caso, temos 1 resultado de sucesso (X = 1) e 5 resultados de fracasso (X = 0):

1
6
5
q=PX=0)==
6
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Como hd apenas 2 resultados possiveis, as probabilidades de sucesso e de fracasso sdo complementares,
isto é, a soma dessas 2 probabilidades é igual a 1:

p+q=1

q=1-p

A probabilidade de sucesso p é a unica informagdo necessdria para caracterizar uma distribuicdo de
Bernoulli, uma vez que a probabilidade de fracasso é calculada a partir dela. Por isso, podemos indicar que
uma variavel X segue distribuicdo de Bernoulli como X~Ber(p).

Esse dado que caracteriza uma distribuicdo de probabilidade é chamado de parametro.

Um mesmo experimento pode estar associado a varidveis aleatdrias com distribuicdes
distintas de probabilidade, dependendo de como vocé o analisa.

O lancamento de um dado, por exemplo, pode estar associado a uma varidvel uniforme,
com 6 valores equiprovaveis; ou a distribuices de Bernoulli com parametros distintos;
dentre outras distribui¢Ges possiveis.

Agora, vamos calcular a esperanca da distribuicdo de Bernoulli. A férmula geral da esperanca é:

E(X) = Z 2. P(X = x)

EX)=0xqg+1xp

EX)=p

Para calcular a variancia, primeiro calculamos E (X?):
E() = ) 2 P(X =)

E(XY) = 02xq+12xp

EX*)=p
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Logo, a variancia é:

V(X)) =EX?) - [EX]?

VX)=p-p*=p(1-p)

V(X)=p.q

- . 1
Para o exemplo do dado, em que o sucesso corresponde a uma face multipla de 3, vimos que p = 384 =

Nesse caso, a esperanca e a variancia sdo:

E(X)=p=%

V(X)) =p.q ==X

Wl N
I
O N

Wl =

Para o exemplo em que o sucesso corresponde a uma face especifica do dado, vimos que p =

Nesse caso, a esperanca e a variancia sao:

1
EX)=p= Z
1 5 5
V) =pa=gxg=3g
AP
e
ESQUEMATIZANDO

o=

Distribui¢cdo de Bernoulli (p)
1 experimento: Ensaio de Bernoulli
2 resultados possiveis: sucesso (X = 1) ou fracasso (X = 0)
Probabilidade de sucesso: P[X = 1] = p
Probabilidade de fracasso: P[X = 0] =q=1—-p

Esperanga: E(X) = p; Varidncia: V(X) = p.q
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PRATICAR!

: (2017 - SES/DF) Considere o langamento de um dado cubico honesto cujas faces sdo numeradas de 1 a 6, :
apos o qual é observado se o numero da face voltada para cima é multiplo de 3. Tendo em vista que um
experimento como esse pode apresentar apenas dois resultados possiveis (sucesso ou falha), é correto :
: afirmar que tal experiéncia denomina-se distribuigdo

a) de Bernoulli.

b) hipergeométrica.
c) de Poisson.

d) normal.

e) qui-quadrado.
Comentarios:

A distribuicdo que trabalha com apenas 2 resultados possiveis (sucesso ou fracasso) para 1 ensaio (no caso,
: 1langamento do dado) é a distribuicdo de Bernoulli.

Gabarito: A.

(CESPE/2016 — TCE/PA) Se as variaveis aleatdrias X e Y seguem distribuicdes de Bernoulli, tais que:
: P[X = 1] = P[Y = 0] = 0,9
: Entdo a média de Y é superior a 0,5.
Comentarios:
A questdo indaga sobre a média (esperanga) de Y.
O enunciado informa que Y segue distribuicao de Bernoulli, com probabilidade de fracasso de:
' P(Y=0)=q=09
Logo, a probabilidade de sucesso é complementar:
ptq=1
pr=1-09=0,1

: Assim, a esperancadeY é:

EY)=p=0,1 :
i Que é inferiora 0,5.
i Gabarito: Errado. :
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DISTRIBUICAO BINOMIAL

Quando repetimos um mesmo Ensaio de Bernoulli (isto é, o experimento com 2 resultados possiveis),
damos origem a Distribui¢cao Binomial.

Para termos uma distribuicdo binomial, é necessdario que a probabilidade de sucesso de cada repeticdo seja
a mesma (afinal, estamos repetindo um mesmo Ensaio de Bernoulli).

Além disso, as repeti¢cdes precisam ser independentes, isto é, o resultado de um experimento nao pode
afetar o resultado de outro.

Os parametros dessa distribuicdo (os dados que a caracterizam) sdo o numero n de repeticdes e a
probabilidade de sucesso p. Por isso, podemos indicar que uma varidvel X segue distribuicao binomial como
X~B(n,p).

*

A Distribuicdao Binomial pode ser considerada a soma de n varidveis com Distribui¢do de
Bernoulli independentes, com mesmo parametro p.

Também é possivel formar uma distribuicao binomial pela soma de outras distribui¢cdes
binomiais, com mesmo parametro p.

Por exemplo, sendo ny = 3 o numero de repeti¢des da varidavel X e ny = 4 o nimero de
repeticGes da variavel Y, entdo a soma das varidveis S = X + Y tera distribuicdo binomial
com o seguinte numero de repeticdes:

ng=ny+ny=4+3=7

Um exemplo de distribuicao binomial é o langamento de um dado n =3 vezes, em que o sucesso, corresponde
a face 6 e o fracasso corresponde as demais faces.

Cada um desses langamentos corresponde a um Ensaio de Bernoulli, em que podemos obter, em cada um
deles, sucesso (Xger = 1) ou fracasso (Xger = 0), ou seja, 2 resultados possiveis.

Assim, o niUmero de possiveis resultados para os 3 langamentos é (principio multiplicativo de combinatdria):
2x2x2=8
As 8 possibilidades sao:

{(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,2,1)}

I
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Avaridvel X com distribuicdo binomial representa o nimero de sucessos obtidos em todos os n langamentos.

Sabendo que cada sucesso terd valor 1 e que cada fracasso tera valor 0, entdo o nimero de sucessos pode
ser calculado pela soma dos resultados dos Ensaios.

Para o nosso exemplo dos 3 lancamentos, a variavel binomial pode assumir os seguintes valores:
e X =0 (nenhum sucesso): {(0,0,0)}
e X=1(1sucesso): {0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
e X=2(2sucessos): {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}
e X=3(3sucessos):{(1,1,1)}

De maneira geral, a variavel binomial pode assumir qualquer valor entre 0 e n.

Agora, vamos calcular a probabilidade de cada valor dessa variavel binomial.

A probabilidade de obter a face 6 (sucesso) em um tnico langamento é:

b=

E a probabilidade de ndo obter a face 6 (fracasso) em um tlnico langamento é complementar:

5
:1— = —
q p 6

Logo, a probabilidade de ter fracasso nos n = 3 langamentos (0 sucesso: X = 0) corresponde a interseg¢ao de
n = 3 fracassos. Por serem eventos independentes, a intersecdo é o produto das probabilidades:

5 5 5
P(X=0)=q><q><q:gxgxg=—

Generalizando, para n repeti¢des, a probabilidade de ter 0 sucesso (n fracassos) é:

PX=0)=gxqXx..Xxq=q"

nvezes

Similarmente, a probabilidade de obter somente sucessos (henhum fracasso) nos n = 3 langamentos (X = 3)
corresponde a intersegao desses eventos independentes, dada pelo produto:

1

1 1 1
P(X=3)=p><p><p:€x€x€_216
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Generalizando, para n repeti¢oes, a probabilidade de ter n sucessos (0 fracassos) é:

PX=n)=pxpx..xp=p"

nvezes

Ja, a probabilidade de obter exatamente 1 sucesso (2 fracassos) é igual a probabilidade de obter 1 sucesso
no primeiro experimento OU 1 sucesso no segundo experimento OU 1 sucesso no terceiro experimento:

P(X =1) = P({1,0,0} u {0,1,0} U {0,0,1})

Como sdo eventos mutuamente excludentes, a probabilidade da unido desses eventos é a soma dessas
probabilidades:

P(X =1) =P{1,0,0}u{0,1,0} u{0,0,1}) = P({1,0,0}) + P({0,1,0}) + P({0,0,1})

Agora, vamos calcular essas probabilidades para o nosso exemplo:

PULOON = pXqXqe=sxox2 =22
DR = PR A= e X767 216
5 1 5 25
5 5 1 25
P({Oloil})—qqup_gxgxg_m

Como as probabilidades sdo todas iguais, em vez de soma-las, basta MULTIPLICAR o resultado por 3:

PX=1)=3xpxgx —3><25—75
T TSP A= X500 T 216

E a probabilidade de obter exatamente 2 sucessos (1 fracasso) é igual a probabilidade de obter 1 fracasso no
primeiro OU no segundo OU no terceiro experimento:

P({0,1,1}) = g xp X —5><1><1— >
A A A A I
1 5 1 5
P({1,0,1}) = pXgXp==X=-X=-=-——
1 1 5 5
P(HL10})) = pXpXg==X—=—X—=——
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Esses eventos também sdo mutuamente excludentes, entdo a probabilidade da unido também corresponde
a soma das probabilidades. Como elas sao iguais, podemos multiplicar o resultado por 3:

5 15

P(X=2)=3prpxq=3>(m=m

Generalizando, para n repeticdes, vamos calcular a probabilidade de obter k sucessos, digamos, nas
primeiras k tentativas e, portanto, n — k fracassos nas demais tentativas:

PXPX..XPpXGXqX..xq=pkxqgrk
l—Y—J

k vezes n — k vezes

Porém, a ordem ndo precisa ser exatamente essa. Podemos obter k sucessos em quaisquer k tentativas. Por
isso, devemos multiplicar esse resultado pelo nimero de maneiras de reorganizar os resultados de sucesso
e fracasso.

Para isso, podemos simplesmente “escolher” quais serdao as tentativas que resultardo em k sucessos, pois
as outras n — k tentativas serdo, necessariamente, fracassos.

O numero de maneiras de "escolher" k tentativas, dentre n tentativas no total, corresponde a combinacdo
de k elementos, dentre n:

n!
C,, =————
nk = (k) Ixk!

Logo, a probabilidade de ter exatamente k sucessos (e, portanto, n — k fracassos) é o produto da
probabilidade p* x g™ com a combinag&o Cy, .

&)

TOME

NOTA!

P(X=k)=Cpy xpixqg"*

A combinacgdo C,, , também pode ser indicado por C% ou por (Z)

proc 10 |entoe
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ﬁucm

Podemos calcular também a probabilidade de um intervalo ou de multiplos valores da

variavel binomial.
Por exemplo, vamos primeiro calcular a probabilidade de obter 1 OU 2 sucessos, em 3
lancamentos de uma moeda (com p = g =0,5). Como sdo eventos mutuamente exclusivos,

devemos somar as probabilidades:

PX=1UX=2=P(X=1)+P(X =2)

A probabilidade de obter 1 sucesso é:
P(X=1)=C3; % 0,5! x 0,52 =3 x0,5x 0,25 = 0,375

A probabilidade de obter 2 sucessos é:
P(X =2)=C3,%05%%0,5"=3x%0,25%0,5=0,375

Entdo, a probabilidade de obter 1 OU 2 sucessos é:

PX=1uUX=2)=0,375+0,375=0,75

Agora, vamos calcular a probabilidade de obter pelo menos um sucesso.

Em geral, para calcular a probabilidade de "pelo menos um", é mais facil calcular a

probabilidade complementar, isto é, a probabilidade de nenhum:

PX=1)=1-P(X=0)

A probabilidade de obter 0 sucesso é:
P(X=0)=C30% 0,53%x0,5°=1x0,125%x 1= 0,125

Logo, a probabilidade de obter pelo menos um sucesso é o complemento:

P(X>1)=1-0,125 = 0,875

proc 11 |entoe
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Também podemos nos referir a uma distribuicdo binomial como uma amostra de tamanho n de uma
populagao que segue uma Distribuicao de Bernoulli.

Por exemplo, vamos supor uma populagao de pegas, das quais 20% delas sdao defeituosas. Nesse caso, a

selecdo de uma unica pega corresponde a um Ensaio de Bernoulli, pois ha 2 resultados possiveis: sucesso

(peca defeituosa) ou fracasso (pec¢a ndo defeituosa).

A probabilidade de sucesso desse experimento equivale a proporcao de pecas defeituosas na populagado:
p=20%=0,2

E a probabilidade de fracasso é complementar:q =1—p = 0,8

Suponha que vamos selecionar uma amostra de n = 5 pecas ao acaso. O numero de pecas defeituosas
encontradas na amostra segue uma distribuicdo binomial com parametrosn =5ep = 0,2.

Assim, a probabilidade de obter k = 3 pecas defeituosas (portanto, n — k = 2 pegas nao defeituosas) é:
P(X =k) = Cypy xpk x g"*
P(X =3) = C53 % 0,23 x 0,82

A combinacdo de 3 elementos, dentre 5, é:

_ 5! _5><4><3!_5><4_10
S (5-3)!x3" 21x3 2

Cs3

Logo, a probabilidade de obter 3 é igual a:

P(X =3)=10x0,008 x 0,64 = 0,0512

()

FIQUE

ATENTO!

Para que as selecGes sejam independentes (condicdo necessaria para termos uma
distribuicdo binomial), isto é, para que o resultado de uma nao influencie no resultado da
outra, a proporg¢ao de pecgas defeituosas nao pode ser alterada a cada extragao.

Para que essa condicdo seja satisfeita, temos duas alternativas:
e Aselecdo das pecas é feita com reposicao, isto é, a peca selecionada é devolvida; ou

e A populagdo é infinita (ou grande o suficiente, em comparagdo com o tamanho da
amostra, para permitir tal aproximacao).

I
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HORA DE

PRATICAR!

(2020 Universidade do Estado do Para — Adaptada) Julgue as seguintes afirmacgdes:

I. As distribuicGes de Bernoulli e Binomial apresentam as mesmas caracteristicas e, portanto, os mesmos :

: parametros.

: 1. RepeticGes independentes de um ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade de ocorréncia de :

“sucesso”, ddo origem ao modelo Binomial;

{ Comentarios:

: Em relacdo a afirmativa |, o parametro de uma distribuicdo de Bernoulli é a probabilidade de sucesso p; e os

: parametros de uma distribui¢do binomial sdo a probabilidade de sucesso p e o nimero de repeticdes n.

i Portanto, a afirmativa | esta errada.

: Em relagdo a afirmativa I, o modelo Binomial realmente consiste em repeti¢cdes independentes de um ensaio :

: de Bernoulli, com a mesma probabilidade de sucesso p. Logo, a afirmativa Il estd certa.

: Gabarito: I - Errado; Il - Certo.

(CESPE/2016 — Auditor de Controle Externo TCE/PA) Considere um processo de amostragem de uma
populacdo finita cuja variavel de interesse seja binaria e assuma valor O ou 1, sendo a propor¢ao de individuos

: comvalor 1igualap=0,3.

: Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os individuos :

: da amostragem e que, apos cada sorteio, haja reposi¢cdo do individuo selecionado na amostragem.

: A partir dessas informagdes, julgue o item subsequente.

: Se for coletada uma amostra de tamanho n = 20, o nimero total de observac¢des sorteadas com valor 1 ter3 :

: distribuicdo binomial com parametros n e p.
: Comentarios:

: A varidvel binaria corresponde a uma distribuicdo de Bernoulli.

: Coletando uma amostra de tamanho n, entdo o nimero de observagdes com o atributo sucesso corresponde :

: @ uma variavel binomial, com parametros n e p.

: Gabarito: Certo.

: (CESPE/2016 — TCE/PA) Se as varidveis aleatérias X e Y seguem distribui¢des de Bernoull, tais que
PX=1]=P[Y=0] =

: entdo X + Y segue uma distribuicdo binomial com pardmetros n =2 e p = 0,3, se X e Y forem variaveis :

: aleatdrias independentes.

Comentdrios:
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A distribuicdo binomial é caracterizada por repetigdes independentes de Ensaios de Bernoulli, com o mesmo
i parametro p. :
O enunciado informa que: :
o P[X=1]=0,9, ou seja, a probabilidade de sucesso de X é px =0,9.

: ¢ P[Y=0]=0,9, ou seja, a probabilidade de fracasso de Y é qv = 0,9. Portanto, a probabilidade de sucesso
deYé:py=1-09=0,1 :

: Como px# py, entdo X + Y ndo segue uma distribui¢do binomial.

: Gabarito: Errado.

(2018 — Camara de Goiania) Considere uma variavel aleatdria X com distribuicdo binomial e parametros p =
: 1/3 en=4.Qual é a probabilidade de X = 2? :

: a) 4/81
 b)1/9

c) 2/9
 d)8/27
Comentarios:

: A probabilidade P(X = k) de uma distribui¢do binomial é dada por:
P(X =k) = Cpp.p". (L —p)"*

: Parap=1/3,n=4ek=2, temos:

2 2

P(X = 2) = 4! (1) <2) _4><314_8
T 21200\3) \3/) "9'9

Gabarito: D

: (2016 — ANAC) Em um determinado municipio, 70% da populagdo é favordvel a um certo projeto. Se uma
amostra aleatdria de cinco pessoas dessa populacdo for selecionada, entdo a probabilidade de exatamente
: trés pessoas serem favoraveis ao projeto é igual a :

: a) 40,58%
b) 35,79%
c) 42,37%
d) 30,87%
e) 37,46%
Comentarios:

: Considerando que a pessoa pode ser favoravel ou ndo (ndo ha outra possibilidade) e que o resultado da :
: selecdo de uma pessoa ndo afeta o de outra, entdo temos uma distribuicdo binomial. :
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Sabemos que:
: @ aproporgdo de pessoas favoraveis é p = 70% = 0,7 (logo,q=1-p =0,3); e
e serdo selecionadas n = 5 pessoas.

Entdo, a probabilidade de selecionar k = 3 pessoas favoraveis, P(X = 3), é dada por:
P(X = k) = Cpp x p* x g™ ¥

P(X =3) =Cs3 % (0,7)® x (0,3)?

A combinacdo de 3 elementos, dentre 5, é:

5! 5x4x3 5x4

Cs3s =B -3x31~ 21x3l 2

=10

: Assim, P(X = 3) é:
P(X =3) = 10 x 0,343 x 0,09 = 0,3087 = 30,87%

Gabarito: D

(FGV/2018 — ALE/RO) Uma moeda é langada quatro vezes. A probabilidade de sairem mais caras do que

coroas é de
E
o2

Comentarios:

: Para sairem mais caras do que coroas em 4 lancamentos de uma moeda, é necessario que saiam 3 OU 4 :

: caras. Assim, temos uma distribui¢do binomialcomn=4ep =% (etambém q="7%).

A probabilidade de sairem k = 4 caras (4 sucessos e 0 fracasso) é:

P(X =k) = Cypp xpk x g"*

PX=4)=C x(1)4x<1>0—1><1><1—1
T T ) 2/ 7167 716
A probabilidade de sairem k = 3 caras (3 sucessos e 1 fracasso) é:
P =3)=C ><(1)3x<1)1_4x1x1_4
T T2 2) 7872 16
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1 4 5
P(X—4)+P(X—3)—E+E—E

! Gabarito: B.

Portanto, a probabilidade de obter 3 OU 4 caras, sabendo que sdo eventos mutuamente exclusivos, é:

(VUNESP/2019 — TJ/SP) Em uma elei¢do, sabe-se que 40% dos eleitores sdo favoraveis ao candidato X e o
restante ao candidato Y. Extraindo uma amostra aleatdria, com reposicao, de tamanho 3 da populagdo de
eleitores, obtém-se que a probabilidade de que no maximo 1 eleitor da amostra seja favoravel ao candidato :

: X éigual a
a) 35,2%
: b) 64,8%
! ¢) 36,0%
d) 43,2%.
P e) 78,4%

Comentarios:
(fracasso), ou seja, a selecdo de uma pessoa ao acaso segue distribuicao de Bernoulli.
icomn=3ep=04(q=1-p=0,6).
: Nessa distribuicdo, a probabilidade de encontrar k sucessos é dada por:
P(X=k) = Cpy xp*x gk
A probabilidade de obter no maximo 1 eleitor favoravel corresponde a obter 0 ou 1 sucesso:
P=PX=0)+PX=1)
Para k =0, temos:
P(X=0)=0C30%04°%x06%=1x1x0,36=0,216

Para k=1, temos:

P(X=1)=C3;%0,4'x0,6%>=3x%0,4%0,36 = 0,432
Assim, a probabilidade desejada é:

PX=0uUX=1)=0,216+0,432 = 0,648 = 64,8%

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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: O enunciado informa que 40% dos eleitores sdo favoraveis a X (sucesso) e que os demais sao favordveis a Y

: Logo, a selecdo de 3 pessoas com reposicao (selecdes independentes) configura uma distribuicdo binomial
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Esperanca e Variancia

E quanto a esperanga dessa distribuicdo?

Vamos considerar o experimento de lancar uma moeda 100 vezes. Quantos resultados “CARA” vocé espera?
50, certo? Qual é a intuicdo por trds desse valor?

Se a probabilidade de sucesso é p e se estamos realizando esse experimento n vezes, espera-se que o
numero de sucessos obtidos mantenha essa proporcdo. Ou seja, o valor esperado é:

E(X)=nxp

1 ~ ’
Para o exemplo dos 3 langamentos de uma moeda, temos p = Sen= 3. Entdo, o numero de vezes que
esperamos obter a face CARA é:

E(X) =nx —3><1—3—15
SHrPESRy T T

Mas esse valor ndo é inteiro!

Tudo bem! Algumas vezes obteremos mais CARAS, outras vezes menos, de modo que, em média, obteremos
1,5 CARA.

E a variancia da distribuicdo binomial? A sua férmula é:

VX)=nxpxgq

1 A
Para esse mesmo exemplo, comqg = > a variancia e:

1 1
VX)=nXpXxqg=3X=X==

3—075
272 4 7

E o desvio padrao ¢é a raiz quadrada da variancia:

DP(X) = /nxpxq

proc 17
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“J INDO MAIS
» FUNDO!

A combinacgao de k elementos, dentre n, é igual a combinagao de n — k elementos, dentre
n. Cn,k = Cn,n—k-

Ou seja, o numero de maneiras de obter O sucesso é igual ao de obter n sucessos; o nimero
de maneiras de obter 1 sucesso é igual ao de obter n — 1 sucessos; etc.

Assim, se tivermos p = q, a probabilidade de obter 0 sucesso sera igual a probabilidade
de obter n sucessos; a probabilidade de obter 1 sucesso serd igual a de n — 1 sucessos etc.

Portanto, temos uma distribuicdo simétrica se p = q, isto é, se p = q = 0, 5, conforme
ilustrado a seguir.

Quando a probabilidade de sucesso for maior p > 0,5, teremos uma distribuigdo
assimétrica negativa, conforme ilustrado a seguir.

Analogamente, quando a probabilidade de sucesso for menor p < 0,5, teremos uma
distribuicdo assimétrica positiva, conforme ilustrado a seguir.

Apesar de a distribui¢cao binomial ser assimétrica sempre que p # 0,5, sempre que o produto n X p for um
numero inteiro, esse serd o valor da média, da mediana e da modal!

(]
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oo

ESQUEMATIZANDO

Distribuicao Binomial (n, p)
n Ensaios de Bernoulli independentes, com probabilidade de sucesso p
P(X = k) = Cpp.p*.q" %

Esperanca: E(X) = n.p; Variancia: V(X) = n.p.q

Observe que:

e A esperanca da binomial é igual a n vezes a esperanga da Bernoulli; e
e Avariancia da binomial é igual a n vezes a variancia da Bernoulli.

&N

E(XBinomial) = . E(Xgernoulti)

V(XBinomial) =n. V(XBernoulli)

HORA D

PRATICAR!

(2019 — Universidade Federal do Acre) Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo binomial de :
: parametros n e p. Entdo, pode-se dizer que a variancia de X é dado por.

A
b) n.p
c) n.p(1—p).
: d) n.p?
e)n.p’(1-p)

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - 19 |entoe
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i Comentarios:
: A variancia de uma variavel com distribuicdo binomial é dada por: :

: VX)) =n.p.q=np.(1—-p)
Gabarito: C

(CESPE/2013 — TRT 172 Regido) Em toda distribui¢cdo binomial, a média serd menor que a variancia.
Comentarios:

Em uma distribuigdo binomial, a média é E(X) = n.p e a variancia V(X) = n.p.q.

Como g < 1 (por ser uma probabilidade), entdo:

: V(X) = n.p.qg < n.p.1=E(X)

: Portanto, a média é sempre maior que a variancia.

: Gabarito: Errado.

(2016 — IBGE) Quando um pesquisador vai a campo e aborda pessoas na rua para serem entrevistadas, o
: nimero de pessoas que aceita responder a pesquisa segue uma distribuicdo binomial. :

: Se o valor esperado dessa distribuicdo € 8, e sua variancia é 1,6, entdo a probabilidade de uma pessoa aceitar :
: responder a pesquisa é de :

i a) 1,6%

 b) 16%

c) 20%

 d) 50%

e) 80%

Comentarios:

O enunciado informa que o valor esperado de uma varidvel com distribuicdo binomial é E(X) = 8.

: Sabendo que, para uma distribui¢do binomial, temos E(X) = n.p, entdo:

O enunciado informa, ainda, que a variancia é V(X) = 1,6.
: Sabemos que:

: VX)=n.p.q=np.(1—p) =np—np?
Entao:

VX)=n.p—-np* =16

I
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: . 8
: Considerando quen = o temos:

v =2 5-8 216
P p
8—8.p=16

8.p = 6,4
p=08=80%

Gabarito: E.

(FCC/2014 - Auditor Fiscal da SEFAZ/RJ) Sabe-se que:
l. X é uma variavel aleatdria com distribuicdo binomial com média 2p e variancia (2p-2p2).
I. Y é uma variavel aleatdria com distribuicdo binomial com média 5p e varidncia (5p-5p2).
L A probabilidade de X ser inferior a 2 é igual a 15/16.
Nessas condicGes, a probabilidade de Y ser superior a 3 é igual a
a) 3/1.024
b) 1/64
c) 5/512
| d) 15/1.024
e) 7/512
Comentarios:
Sendo X uma varidvel com distribui¢cdo binomial, com média 2p, entdo:

E(X) =nx.p=2p

nx =2

: O enunciado informa que a probabilidade de X ser inferior a 2 é P(X < 2) = 15/16, isto é:
' P(X < 2) = P(X = 0) + P(X = 1) = 15/16

: Sabendo que a probabilidade da distribui¢do binomial é P(X = k) = Cn,k.pk. q™ ¥, entdo para n = 2, temos:
PX=0)=0Cpp.pq* =1x1xq%*=q*=(1—-p)?
PX=1)=Cy1.p .q" =2.p.q=2.p.(1 —p)

Sabendo que a soma dessas probabilidades é igual a 15/16, entdo:

15
1-p)P+2.p.(1-p)=—
16
1-2p+p?+2 2p% = >
15
1-p?=—
P =16
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o 15_1

: 16 16
Extraindo a raiz de ambos os lados da equacgdo, sabendo que p = 0, temos:
1

P=a

Sabendo que, para Y, temos E(Y) = 5.p, entdo o niUmero n de repeti¢cdes de Y é:
E(Y) = nv.p = 5p

ny=>5 :

: A probabilidade de Y ser superior a 3 corresponde a probabilidade de Y ser igual 4 OU igual a 5:
P(Y>3)=P(Y =4)+P(Y =5)
Sabendoque p="% (logoq=1—-p =3%)eny=5, temos:

1t 3 1 3 15
P(Y=4)=CS,4><<—) x(—) =5X—X—-=

4 4 4474 1024
5 0
P(Y=5)=C x(l) ><<3> i xex1=— 5
T TS g 4) 774577 71024
Assim, a probabilidade de Y ser superior a 3 é:
15 1 16 1 ’
P(Y >3) = —

: 1024 71024 1.024 64
Gabarito: B

(FGV/2022 - TCU) A média e a variancia de uma distribuicdo binomial sdo, respectivamente, 20 e 4. O
: nimero de ensaios (n) dessa distribuicdo é:

i a)20
' b)22
c) 25
 d) 50
e) 100
Comentarios:
Segundo o enunciado, a média de uma distribuicdao binomial é igual a 20 e a variancia é igual a 4:
' E(X)=nxp =20
VIX)=nxpxq=4
A féormula da variancia é igual a da esperanga, multiplicada por g:
VX) =nxpxq=EX)Xq
Eoo
Sabendo que E(X) = 20 e que V(X) = 4, podemos calcular a probabilidade de fracasso:
' V(X) =20 xq =4

e
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4 1

: T % B g
A probabilidade de sucesso é complementar:
: 1 4
: Po o " o g - g
Sabendo que E(X) = n X p = 20, podemos calcular o niimero n de ensaios:
: 4
E(X)=nx T = 20

20 5 100

n=?=20XZ=T=25

. 5
LGABBHOIC et
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DISTRIBUICAO NORMAL

A distribuicdo normal, também chamada de gaussiana, é uma das distribuicdes continuas mais importantes!
A funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) dessa distribuicdo é dada por:

flx) = a\/lﬁe_%(¥)2' X € (—00,0)

Essa f.d.p. é bastante complicada, nGo é? Mas ndo se preocupe! Vocé ndo vai precisar integrar ou derivar!

Observe que essa fungdo depende apenas dos parametros u (média) e 6% (variancia), que sdo parametros
independentes.

No grafico abaixo, temos uma f.d.p. com distribuicdo normal. Observe que a curva apresenta um formato de
sino, que é uma caracteristica de todas as varidveis normais.

1.5

0.5

As distribuicdes normais sdao simétricas, ou seja, tem-se:
Média = Mediana = Moda

Logo, o valor de u divide a distribuicao em duas partes iguais. Sabendo que a area total, sob toda a curva,
corresponde a probabilidade de todo o Espaco Amostral e, portanto, a 100%, entdo:

P(X > 1) = P(X < 1) = 50%

A probabilidade de um intervalo corresponde a area sob a f.d.p. limitada por esse intervalo. Assim, a
igualdade acima pode ser ilustrada como no grafico seguir:

50% 50%

NAAia

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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No exemplo do grafico anterior, temos u = 1, logo:

PX>1)=PX<1)=50%

Mas a simetria ndo implica somente nisso. A partir da média, toda a distribuicdo de probabilidades para os
valores superiores é igual a distribuicdo para os valores inferiores.

Assim, para qualquer k real, a probabilidade de a varidvel ser maior do que u + k é igual a probabilidade de
ser menor do que u — k:

PX>u+k)=PX<pu—k)

05

PX<pu—-k i()(iu—kk)
0 05 1 15 2
u—k u+k

Em relagdo ao nosso exemplo, em que u = 1, temos:

Parak =1:P(X >2) =P(X <0)
Parak =2:P(X >3)=P(X < -1)
Parak = 2,5: P(X > 3,5) = P(X < —1,5)

Similarmente, as probabilidades associadas aos intervalos entre a média e esses limites u+k e u—k
também sdo iguais, conforme equacado abaixo e grafico a seguir:

Plu<X<u+k)=Pu—-k<X<up

Plu—k <X <w yP(u<X<u+k)
0.5
0 0/5 1.5 2
u—k u+k

proc 25 |entoe
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Em relagdo ao nosso exemplo em que u = 1, temos:

Parak=1:P(1<X<2)=P0<X<1)
Parak=2:P(1<X<3)=P(-1<X<1)
Parak =25:P(1<X<35)=P(-15<X<1)

Podemos observar, ainda, que a curva normal apresenta duas assintotas.

De modo geral, uma assintota ocorre quando uma curva se aproxima cada vez mais a uma reta, porém sem
toca-la. A curva normal se aproxima do eixo x (eixo das abcissas) tanto para x = —oo, quanto para x = +oo,
Por isso, dizemos que a curva normal é duplamente assintotica.

Além disso, existem dois pontos de inflexdo na curva normal.
Pontos de inflexdo sdo aqueles em que a concavidade da curva muda.

No inicio da curva normal, a concavidade estd voltada para cima. No ponto (aproximado) indicado pela seta
da esquerda, a concavidade muda para baixo, e no ponto (aproximado) indicado pela seta da direita, a
concavidade muda novamente para cima.

VAW

Esses pontos de inflexdo ocorrem precisamente a 1 desvio padrao da média, ou seja,emu —oeempu + o.

PRATICAR!

(FGV/2010 SEAD-AP — Adaptada) Em relacdo a distribuicdo normal, julgue as afirmativas a seguir.
I — A funcdo de densidade de probabilidade é simétrica em relacdo a média.
Il — O valor da mediana é igual ao valor da média.

: Il - A média de uma variavel aleatéria com distribuicdo normal pode ser negativa.

{ Comentarios:

I
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Sabemos que a distribuicdo normal é simétrica em relacdo a média (logo, a afirmativa | estd correta). Por ser
S|metr|ca ela apresenta média = mediana (logo, a afirmativa Il esta correta).

P A distribuicdo normal pode ter qualquer valor de média, inclusive negativa. Por exemplo, se estivermos :
: tratando do lucro das empresas que vao a faléncia, provavelmente, a média serd negativa. Logo, a afirmativa

5 III esta correta.

Resposta Todas corretas.

Distribuicao Normal Padrao

Para calcular os valores de probabilidade, temos uma tabela que relaciona os valores de intervalo da variavel
aos respectivos valores de probabilidade.

Essa tabela, inserida abaixo, se refere a uma distribuigdo normal N(0, 1), isto é, com média u = 0 e variancia
= 1, chamada de normal padrao ou reduzida, que denotamos por Z.

Pelo grafico anterior a tabela, deduzimos que os seus valores correspondem a probabilidade entre a média
u = 0 e ovalor de z indicado. Assim, os campos da tabela informam a probabilidade P(0 < Z < z).

Z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,0000 0,0040 o0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,1217 0,255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 0,2580 0,2611 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,318 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621
11 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 03770 0,3790 0,3810 10,3830
1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
13 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 04177
14 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
15 0,4332 04345 04357 0,4370 0,4382 04394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 04505 0,4515 04525 0,4535 0,4545
17 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 04656 0,4664 0,4671 04678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 04719 04726 0,4732 04738 04744 04750 04756 04761 0,4767
2,0 04772 04778 04783 0,4788 0,4793 04798 04803 0,4808 04812 0,4817

.a-”’fﬂf
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Z (cont) 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
2,1 0,4821 04826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 04875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 10,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 04975 04976 0,4977 0,4977 04978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
31 0,4990 0,4991 04991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 04994 04994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
3,4 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

E quanto aos valores de z?

O valor de z comeca a ser lido na primeira coluna (que apresenta as unidades e os décimos de z) e termina
de ser lido na primeira linha (que apresenta os centésimos de z). Assim, a probabilidade P(0 < Z < z) éo
valor que esta no campo, cuja linha corresponda a unidade e ao décimo de z e cuja coluna corresponda ao
centésimo de z.

Por exemplo, para encontrar o valor de P(0 < Z < 1,96), precisamos buscar o nimero que esta na linha 1,9
e na coluna 0,06, conforme indicado abaixo. Podemos observar que P(0 < Z < 1,96) = 0,475.

z 005 006 007
1,8 .. 04678 04686 0,4693
1,9 . 04744 [NOMTEN 04756

2 .. 04798 04803 0,4808

Também podemos fazer o caminho inverso, qual seja, encontrar o valor de z que corresponde a
probabilidade desejada.

Vamos encontrar o valor de z tal que P(0 < Z < z) = 0,40, por exemplo. Para isso, devemos buscar o valor
0,40 nos campos da tabela. Como ndo consta exatamente esse valor, somente 0,3997 e 0,4015, optamos
pelo valor mais préximo, isto €, 0,3997.

Este se encontra na linha 1,2 e na coluna 0,08, conforme indicado a seguir. Logo, concluimos que z = 1,28.

.a-”’fﬂf
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0,3577 = 0,3599 0,3621
1,1 0,379 0,381 0,383

1,3 0,4147 0,4162 0,4177

Para resolver questdes envolvendo a tabela normal padrdo é importante lembrar que essa distribuicdo é
simétrica, com média u = 0.

TOME

NOTA!

P(0<Z<2z)=05-P(Z>2z

P(0<Z<2)

P(Z>z)

=

P(-z<Z<0)=P(0<Z<2z)

P(-z<Z<0) P(0<Z<2)

e

-Z

P(Z<-z)=P(Z>2z)

P(Z < -2) P(Z>2)

=

Supondo, por exemplo, z = 1,96, vimos que P(0 < Z < 1,96) = 0,475. Logo:
P(Z>196)=05-P(0<Z<1,96)=0,5-0,475= 0,025

proc 29 |entoe
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P(0<Z<1,96)

=

(Z>1,96)
el

f
|
0,5

P(-1,96 <Z<0)=P(0 < Z<1,96) = 0,475

P(-1,96 <7< 0) P(0<Z<1,96)

NE

|
1,96 19

P

P(Z <—-1,96) =P(Z>1,96) =0,5—- 0,475 = 0,025

P(Z<-1,96) P(Z>1,96)

i3

I
-1,96 1,96

A quest3o pode solicitar e/ou fornecer a probabilidade em médulo, daforma P(|Z| < z) ou P(|Z| > z). Para
resolvé-las, é importante lembrar que a probabilidade P(|Z| < z) corresponde a:

P(|Z|<2)=P(-2<7Z<z)=P(-z<7Z<0)+P(0<Z<2z)

P(1Z] <z)=P(-z<Z<2)

——

P(-z<Z<0) P(0<Z<2)

Pela simetria da normal padr3o, temos P(—z < Z < 0) = P(0 < Z < z), logo:
P(|Z|<2)=2%xP(0<Z<2z)
Supondo, por exemplo, z = 1,96, vimos que P(0 < Z < 1,96) = 0,475. Logo:

P(]Z] <1.96) =2 xP(0<Z <1.96) =2x0,475 = 0,95

proc 30 |entoe
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E a probabilidade P(|Z]| > z) pode ser calculada pela férmula da probabilidade complementar:
P(|Z| >z)=1—-P(|Z| < 2)

P(Z|>2)=1-2xP(0<Z<2z)

P(1Z] < z)

P(Z < -2) P(Z>z)

P(1Z] >z)=1-P(|Z] <z}

Supondo, por exemplo, z = 1,96, vimos que P(0 < Z < 1,96) = 0,475. Logo:

P(|Z|>2)=1-2xP(0<Z<2z)=1-2%x0475=1-0,95=10,05

Ou, também podemos calcular P(|Z| > z), aplicando-se o raciocinio anélogo ao que fizemos anteriormente:

P(Z|>2z)=P(Z<—-—2zUZ>z)=P(Z<-2z)+P(Z >2z)

P(Z< -2) P(Z>2)

P(1Z]| >z)=P(Z<-z) + P(Z >z}

Pela simetria da normal padr3o, temos P(Z < —z) = P(Z > z), logo:
P(|Z| <2z)=2xP(Z>2z)
Paraz=1,96, em que P(Z > 1,96) = 0,025, temos:

P(Z| >z) =2xP(Z>z)=2x0,025=0,05

proc 31 |entoe
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Existem, ainda, outros tipos de tabela para a distribuicdo normal padrado, que apresentam as probabilidades
para outros intervalos, como por exemplo para a regido indicada a seguir:

%
Esse tipo de tabela indica as probabilidades da forma P(—o0 < Z < z), que correspondem a fungao da
distribuicao normal acumulada.

Transformacao entre Distribuicdes Normais

Mas, e se a média da distribuicdo for diferente de zero e/ou a varidncia for diferente de 1?

Para isso, fazemos uma transformacao de uma distribuicdo normal qualquer para a distribuicao normal
padrao, conforme férmula indicada abaixo:

Com essa transformacado, encontramos os valores de z na distribuicdo normal padrao associados aos valores
de x da distribuigdo normal de interesse, com média u e desvio padrdo o.

Vamos supor uma distribuicdo normal com média u =1 e desvio padrdao o = 3, em que estamos
interessados no valor de x = 7. A transformacdo desse valor para a distribuicdo normal padrao é:

Isso significa que os intervalos associados a z = 2 na distribuicdo normal padrdao apresentam a mesma
probabilidade daqueles associados a x = 7 na distribuicao X, com média u = 1 e desvio padrao o = 3.

Por exemplo:
P(X>7)=P(Z>2)
Pela tabela da normal padr3o, temos P(0 < Z < 2) = 0,4772, logo:

P(Z>2)=05-04772 =0,0228

P(0<Z2<2)=0,4772

P(Z>2)
_'Y_J
0,5
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Portanto, P(X > 7) = 0,0228 = 2,28%.

Analogamente, temos:
PX<7)=P(Z<?2)
Sabemos que P(Z > 2) = 0,5 —0,4772 = 0,0228, logo:
P(Z<2)=1-P(Z>2)=1-0,0228=0,9772

P(z<?2)

P(Z>2)

Portanto, P(X < 7) = 0,9772.

Para encontrar intervalos envolvendo outros valores, por exemplo P(4 < X < 7), precisamos aplicar a
transformacdo para ambos os valores. Para x = 4, temos:

x—u 4-1
= :_:1
o 3

Sabendo que a transformacdo para x =7 é z = 2, entdo podemos concluir que:

VA

P(A<X<7)=P(1<Z2<2)
A probabilidade P(1 < Z < 2) pode ser calculada como:

P(1<Z<2)=P(0<Z<2)-P(0<Z<1)

P(1<z<2)

o -
=
N -

Pela tabela da distribuicdo normal, observamos que P(0<Z< 1) =0,3413 e que P(0<Z< 2)=0,4772, logo:
P(1<Z<2)=0,4772-0,3413=0,1359

Assim, concluimos que P(4 < X< 7)=0,1359 = 13,59%

proc 33 |entoe
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Também podemos fazer o caminho inverso, encontrando o valor de x em uma distribuigao com média u e
desvio padrao g, a partir de uma probabilidade desejada.

Para isso, primeiro encontramos o valor de z correspondente a essa probabilidade desejada, utilizando a
tabela da normal padrao. Em seguida, aplicamos a férmula da transformacao.

Por exemplo, podemos calcular o valor de x para o qual a probabilidade de P(X < x) = 0,8, para a
distribuicdo normal com os mesmos parametros do exemplo anterior (u = 1 e o = 3).

Considerando a simetria em torno de zero da normal padrao, temos que:

P0<Z<z)=P(Z<z)—-05

y P(0<Z<2z)
0,5
I
—— 1
P(Z<2)

Assim, precisamos encontrar, na tabela normal padrdo, o valor de z que corresponde a:

P(0<Z<2z)=08-05=0,3

y P(0<Z<2z)=0,3

0,5
N
[

0,8

Pela tabela da distribuicdo normal padrdo, observamos que esse valor é z = 0,84, pois P(0<Z<0,84) = 0,2995,
gue é o valor da tabela mais préximo de 0,3.

Substituindo os valores conhecidos na férmula transformacdo (u=1, 0 =3 e z = 0,84), podemos
encontrar o valor de x, que delimita uma probabilidade P(X < x) = 0,8:

X —p
7 =
o

4 =
0,8 3

x=3x084+1=3,52

I
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Agora, vamos calcular as probabilidades associadas a intervalos genéricos, em funcdo do desvio padrao o.

Para calcular a probabilidade P(u — 0 < X < u + o), utilizamos a seguinte transformacdo, parax = u + o:

X—HU uto—p
I =—=7=—=1
o o
Parax = u — o, temos:
X—HU H—o—pU
7 = =7 = = -1
o o

Portanto:

Plu—o<X<pu+o)=P(-1<Z<1)=P(-1<Z<0)+P(0<Z<1)

&N
De maneira geral, quando os intervalos sdo da forma P(u —k < X < u+ k), em que os

extremos sdo equidistantes da média, basta fazermos a transformacdo para um dos
extremos, pois o outro estara associado ao mesmo valor de z, porém multiplicado por —1.

Pela tabela da curva normal, temos P(0 < Z < 1) = 0,3413. Pela simetria da normal padrdo, em torno da
média 0, temos:

P(-1<Z<0)=P(0<Z<1)=0,3413

Logo:
P(-1<Z<1)=P(-1<Z<0)+P(0<Z<1)=0,3413 +0,3413 = 0,6826
Plu—o<X<pu+o)=68%

Ou seja, a probabilidade de uma varidvel normal qualquer se afastar da média (para cima ou para baixo) em
até 1 desvio padrao é aproximadamente 68%, conforme ilustrado a seguir.

proc 35 lentoe
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ParaP(u—20 < X < u+ 20), temos:

_x—,u_u+20—u_2

VA
o o

Portanto:
P(u—20<X<u+20)=P(-2<72<2)=P(-2<Z<0)+P0<Z<2)

Pela tabela, temos P(0 < Z < 2) = 0,4772. Considerando a simetria da normal padr3o, temos:
P(-2<Z<0)=P(0<Z<2)=04772
E a probabilidade desejada é:
P(-2<Z<2)=P(-2<Z<0)+P(0<Z<2)=04772+0,4772 = 0,9544

Plu—20<X<pu+20)=95%

Ou seja, a probabilidade de uma varidvel normal qualquer se afastar da média (para cima ou para baixo) em
até 2 desvios padrao é aproximadamente 95%, como ilustrado abaixo.

95%

P

u—20 u+20

Para P(u — 30 < X < pu + 30), obtemos, pela transformagao, z = 3, logo:
Plu—30<X<pu+30)=P(-3<Z<3)=P(-3<Z<0)+P(0<Z<3)

Pela tabela, temos P(0 < Z < 3) = 0,4987 e, pela simetria, P(—3 < Z < 0) = 0,4987, logo:
P(-3<Z<3)=P(-3<Z<0)+P(0<Z<3)=0,4987 +0,4987 = 0,9974

P(u—30<X<u+30)=99,7%

Ou seja, a probabilidade de uma variavel normal qualquer se afastar da média (para cima ou para baixo) em
até 3 desvios padrao é aproximadamente 99,7%, ilustrado abaixo.

99,7%

u—30 u+3o

proc 36 |entoe
135

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
www.estrategiaconcursos.com.br

©

https://t. me/kakashi_copiador



Alexandre Vastella, Equipe Exatas Estratégia Concursos, Moni
Aula 02 - Equipe Exatas

Essas probabilidades (68% para u + o; 95% para u + 20 e 99,7% para i + 30) compdem a chamada Regra
Empirica. Algumas questdes (ndo muitas) exigem que vocé memorize essas probabilidades.

0

ESQUEMATIZANDO

Distribui¢do Normal: N (i, 52)
Simétrica, com formato de sino, definida em toda a reta real
Regra Empirica: 68% para u + 0; 95% para u + 20 € 99,7% para u + 30

x—
Transformacdo para a Normal Padrao N(0,1): Z = TI‘

PRATICAR!

(FGV/2010 SEAD-AP - Adaptada) Em relacgdo a distribuicdo normal, julgue as afirmativas a seguir:
I — Se X tem distribuicdo normal com média u e variancia g2 ent3o a variavel Z = ( d”) tem distribuicao
: normal padréo.

Il — A probabilidade de que uma varidvel Z que tenha distribuicdo normal padrdo seja maior que 5 é
: aproximadamente igual a 0.

{ Comentarios:

, OU seja, a divisdo é pelo desvio

: o s g . ~ . X-
: Em relagdo a afirmativa |, a transformacdo para a Normal Padrdo é Z = ( G”)

padrdo, ndo pela variancia. Por isso, a afirmativa | estd incorreta.

: Em relagdo a afirmativa I, a distribuicdo se concentra em 3 desvios-padrdo para ambos os lados (mais de
: 99% se encontram nesse intervalo). De fato, as tabelas da normal padrdo, em geral, fornecem valores até
: z=3,99 porque valores a probabilidade de Z ser maior que isso é praticamente nula. Logo, a afirmativa Il esta
i correta.

Resposta: | — incorreta, Il — correta.

(VUNESP/2009 — CETESB) Para um determinado hordrio, considerando-se todos os dias de um periodo, ao
se calcular a média de congestionamento de transito em km obtém-se o valor u e desvio padrdo o.
Considerando-se que os valores obtidos pela variavel e suas respectivas probabilidades constituem uma
: distribuicdo normal, no intervalo de (u — o) até (i + o), a percentagem dos dados contidos é cerca de

I
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t a) 25%
b) 50%
c) 68%
 d) 94%
' ¢) 99% E

{ Comentarios:

: Essa questdo exige o conhecimento da Regra Empirica. Vimos que o intervalo de (u—o) até (u+ o)
i concentra 68% da distribuicdo normal. :

Gabarito: C ;

: (CESPE/2016 — Analista da FUNPRESP-JUD) A simetria de Z implicaque P(Z>2)=1-P(Z < -2).
Comentarios:

: A simetria da curva normal com média igual a zero implica na seguinte relagdo entre P(Z = 2) e P(Z < -2):
: P(Z=2)=P(Z<-2)

: Essa relacdo estd ilustrada no grafico abaixo.

P(Z<-2) P(Z 22)

M

0 2

A relagdo descrita no enunciado iguala a probabilidade P(Z > 2) a probabilidade 1 — P(Z < —2). Esta
: corresponde a toda a regido indicada abaixo: :

1-P(Z<-2)

=

-2 0

Podemos observar que P(Z = 2) é bem menor que 50%, enquanto 1 — P(Z < —2) é bem maior que 50%,
: ou seja:
: P(Z>2)#1-P(Z<-2) :
Logo, o item esta errado.

Gabarito: Errado.
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(FGV/2022 - EPE) O salario médio dos funcionarios de uma empresa é normalmente distribuido com média
de RS 2.500,00 e desvio padrdo de RS 1.500,00. A empresa divide os funciondrios em 5 classes, a saber: M,
: N, O, PeQ, onde “M” é a classe com melhor saldrio e “Q” a classe com menor salario.

: Se apenas 5% dos funcionarios dessa empresa estdo na classe “M”, o menor valor do salario do funcionario :
: para ele pertencer a classe “M” é

: [Considere que P(Z<1,64) =0,95.]
 3)3900,00

 b) 4170,00

| ) 4960,00

| d) 5160,00

) 5350,00

Comentarios:

O enunciado informa que os salarios seguem distribuicdo normal com média u = R$ 2.500,00 e desvio
padrdo o = R$1.500,00; e pede o valor do menor salario da classe M, associada aos 5% melhores saldrios,

: conforme ilustrado a seguir: :
i 95%
A .

2500 X

Sabendo que 5% (ou 0,05) da distribuicdo é maior do que o valor buscado, entdo 95% (ou 0,95) da
: distribuicdo € menor e o enunciado informa justamente que P(Z < 1,64) = 0,95. :

Assim, devemos aplicar a transformacdo para z = 1,64, sabendo que a média é 2500 e o desvio padrdo é
: 1500: :

X— U
Z =
(o)
Lea =X 2500
T 1500
X — 2500 = 1,64 X 1500 = 2460
X = 4960

Gabarito: C

(VUNESP/2014 — EMPLASA) O tempo de vida da popula¢do de um determinado pais tem distribuicdo normal
: com a média igual a 68 anos e o desvio padrdo igual a 11. :

: . , X-

: Considere os valores da tabela e a formula Z = ==
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A probabilidade de uma pessoa viver mais do que 90 anos é de
a) 15,87%

' b) 6,68%

c) 4,82%

d) 3,36%

e) 2,28%

Comentarios: E
Sendo u = 68 e 0 = 11, temos a seguinte transformacgao para x = 90: i
: Z_x—u_90—68_g_

: o 11 11

Pela tabela, que apresenta a probabilidade P(0 < Z < z), temos:

P(0<Z<2)=04772

Z | Distribui¢do normal reduzida
0,5 0,1915
1,0 0,3413
1,5 0,4332
2,0 0,4772
2,5 0,4938

Logo:
P(Z>2)=05-P(0<Z<2)=05-0,4772= 10,0228

P0<Z<2)

7

P(Z > 2)

M

l—Y—J

0,5

i Gabarito: E.

: (FCC/2015 - Auditor Fiscal da SEFAZ/PI) Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo: P(Z < 0,4) = 0,655; P(Z
i <1,2) =0,885; P(Z < 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977. =

O efeito do medicamento A é o de baixar a pressdo arterial de individuos hipertensos. O tempo, em minutos,
decorrido entre a tomada do remédio e a diminuicdo da pressdo é uma variavel aleatéria X com distribuicdo
normal, tendo média u e desvio padrdo o. Se o valor de pu é de 56 min e o valor de o é de 10 min, a
: probabilidade de X estar compreendido entre 52 min e 74 min é igual a :

: a) 30,9%

: b) 56,0%

i ) 61,9%
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t d) 52,4%
: ¢) 64,5%

{ Comentarios:

A probabilidade de X estar entre 52 min e 74 min pode ser calculada a partir das transformacées para x = 74
: min e para x = 52 min, considerando a média de 56 min e desvio padrdo de 10 min. :

Para x = 74, temos:

X—H
7 =
o
_74—56_18_18
Y710 T10 v
A transformagdo para x = 52 é:
: _52-56_—4_ :
“TT10 "1 7

Entdo, a probabilidade de X estar compreendido entre 52 min e 74 min corresponde a:
: P(52<X<74) =P(-04<Z<18)
Essa probabilidade pode ser calculada como:

P(-04<7Z<18)=P(Z<18)—-P(Z<-04)

/

P(Z <-04)

-014 1,8
)

: P(Z <18) :

Pela tabela observamos que P(Z < 1,8) = 0,964. Além disso, temos P(Z < 0,4) = 0,655, logo, o seu
: complementar é: :

P(Z>0,4) =1-0,655 = 0,345

P(Z < 0,4)
P(Z > 0,4)

: Pela simetria da normal padrdo, temos: :

P(Z<-0,4)=P(Z>0,4) =0,345

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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P(Z < —0,4) / PEZ > 04)

-0,4 0,4

Inserindo esses valores na equacgdo acima, temos:

: P(52<X<74)=P(Z<18)—-P(Z<-04) =0,964—0,345 = 0,619
Gabarito: C

.
1

proc 42 |entoe
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SOMA DE VARIAVEIS E O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Nesta secdo, veremos a soma de varidveis com distribuicdo normal e, também, com outras distribui¢cdes. Ao
final, veremos como aproximar uma distribuicdo binomial a uma normal.

Soma de Variaveis com Distribui¢gao Normal

A soma de varidveis independentes com distribuicdo normal também segue uma distribuicdo normal, cuja
média corresponde a soma das médias das varidveis e a variancia corresponde a soma das variancias.

Se Xi,X5, ..., X, sdo varidveis independentes que seguem distribuigdo normal, entdo a
soma Y = X; + X, + -+ X,, também segue distribuicdo normal com média e variancia
dadas respectivamente por:

E(Y) = E(X1) + E(X2) + -+ E(Xp)

V) =V(X) + V() + -+ V(Xy)

Ademais, a diferenca entre duas varidveis independentes com distribuicdo normal também segue uma
distribuicdo normal, cuja média e variancia podem ser calculadas pelas propriedades dessas medidas.

Se X, e X, sdo varidveis independentes com distribuicdo normal, entdo a diferengca Y =
X1 — X, segue distribuicao normal com média e variancia dadas respectivamente por:

E(Y) = E(Xy) — E(X2)

V) =V(X) +V(X,)

Por exemplo, sendo Y = X; — X,, em que X; e X, sdo varidveis normais independentes, com médias
E(X;) =3 e E(X,) =5, e variancias V(X;) =4 e V(X,) = 1, entdo, Y terd distribuicio normal, com
parametros:

E(Y) = EQX) —E(X,) =3 5= —2

V) =VX) +V(X,) =4+1=5

proc 43 |entoe
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Pontue-se que a soma, a subtragcdo, a multiplicacdo ou a divisao de uma distribuicdo normal por uma
constante real também segue distribuicido normal, cuja média e variancia podem ser calculadas pelas
propriedades de esperanga e variancia.

Por exemplo, sendo X uma varidvel normal com média E(X) = 3 e variancia V(X) = 4, entdo a variavel Y = 2X —
6 tera distribuicao normal, com média e variancia dadas por:

E(Y) = E2X-6) = 2.E(X)-6 = 2X3-6 = 0

V() = V(2X-6) = 22.V(X) = 4x4 = 16

HORA D

PRATICAR!

: (2020 — FADESP) A variavel aleatdria X tem distribuicdo normal com média u = 2 e variancia 0?2=19.Seja Y
: uma varidvel aleatéria definida por Y = 2X + 1. Nestas condi¢cdes, pode-se afirmar que Y tem distribui¢do

: @) normal com média p = 2 e varidncia o* = 30.

: b) qui-quadrado com média p =5 e variancia o2 =36.
c) normal com média p =5 e variancia o = 9.

: d) normal com média p =5 e variancia o = 36.

: Comentarios:

: Vimos que a soma de varidveis normais segue uma distribuicdo normal, mesmo quando somadas a uma
: constante. Logo, a variavel Y possui distribuicdo normal, com média:

E(Y) = E(2X + 1) = 2.E(X) + 1
Sendo E(X) = 2, temos:
' E(Y)=2.2+1=5
: Avariancia é:
: V(Y) = V(2X + 1) = 4V(X)
Sendo V(X) = 36, entdo:
. V(Y)=4.9 =36.
Gabarito: D.

: (2018 - Petrobras) As varidveis aleatdrias X e Y sdo independentes. A varidvel X segue uma distribui¢do :
Normal com média 4 e variancia 16, e a Y segue uma distribuicdo Normal com média 9 e variancia 1. A
dlstrlbuu;ao de X-Y é Normal com

I
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a) média -5 e variancia 15.
b) média -5 e variancia 17.
c) média 5 e variancia 15.
d) média 5 e variancia 17.
e) média 13 e variancia 15.
Comentarios:
Vimos que a diferenca de varidveis normais segue uma distribuicdo normal, com média:
p=px —py=4-9=-5
: Evariancia:
o?=0f+02=16+1=17
Gabarito: B.

(FCC/2015 — Analista do CNMP — Adaptada) Se Z tem distribuigdo normal padrdo, entdo: P(Z < 0,5) = 0,591;
P(Z<1)=0,841;P(Z<1,15)=0,8951; P(Z<1,17)=0,879; P(Z<1,2)=0,885; P(Z<1,4)=0,919; P(Z< 1,64) =
£ 0,95; P(Z < 2) =0,977; P(Z < 2,06) = 0,98; P(Z < 2,4) = 0,997. E

: Sejam Xi, Xz, ..., Xn varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribuicdo normal :
: padrdo. Seja a varidvel aleatoriaY = X; + X; + -+ + X, :

: Considerando essa informacgdo, julgue a seguinte afirmativa.
Paran=4,P(-2<Y<1)=0,432.
: Comentarios:

: Asomade n =4 varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo normal padrdo N(0,1) segue distribuicdo :
: normal com média e variancia dadas por: :

EY)=EX)+EX,)+EX3;)+EX,)=04+0+0+0=0
V) =VX)+V(X) + V(X)) +V(X) =1+1+1+1=4
Logo, o desvio padrao é:
o=V¥)=2

: Para calcular a probabilidade desejada, utilizaremos a férmula da transformac&do para a normal padrdo. O :
: valordezparay=1é: :

;= y—HU
o
. zZ = T = 0,5
Eovalordezparay=-2é:
i —9_0 i
. zZ = > = -1
Logo, a probabilidade desejada corresponde a:
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P(-2<Y<1)=P(-1<Z<0,5)=P(Z<0,5)-P(Z<-1)

Pela tabela fornecida, observamos que P(Z < 0,5) = 0,591. Temos também que P(Z< 1) = 0,841, logo o seu

: complementar é:

[
L

P(Z>1)=1-0,841=0,159

Pela simetria da normal padrdo, temos:

P(Z<-1)=P(Z>1)=0,159

Assim, a probabilidade P(-2 <Y < 1) corresponde a:

P(Z<0,5)—P(Z<-1) = 0,591 — 0,159 = 0,432

Resposta: Certo.

Teorema Central do Limite

Um dos motivos pelos quais a Distribuicdo Normal (ou de Gauss) é tdo importante em Estatistica decorre do
Teorema Central do Limite (TLC), que trata da soma de varidveis que seguem uma distribuicdo qualquer:

Note que as varidveis podem apresentar qualquer distribuicdo, mesmo assim, a sua soma seguird

Para varidveis aleatdrias X4, X5, ..., X,, independentes e identicamente distribuidas (i.i.d),
a distribui¢do da soma X{ + X, + --- + X,, tende a uma distribuigdo normal, a medida em
que n cresce, cuja média e varidncia sGo dadas por:

E(Y) = E(Xy) + E(Xy) + -+ E(Xy) = n.E(X)

V() = V(X)) + VX)) + -+ V(X)) = n.V(X)

aproximadamente uma distribuicdo normal.

©

A convergéncia de que trata o TLC é uma convergéncia em distribuicdo. A convergéncia
em distribuicdo de uma sequéncia X,, a uma variavel X significa que as fung¢des de
distribuicao acumuladas de X,, e de X convergem.

As fungdes densidade de probabilidade nao necessariamente convergem, ou seja, nao se
trata de uma convergéncia ponto a ponto. A convergéncia em distribuicdo é o tipo mais
fraco de convergéncia, dentre os usuais.
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Vamos supor que haja 100 varidveis independentes X;, com i =1, 2, ..., 100, todas com média E(Xi) =3 e
variancia V(Xi) = 4. Assim, sendo Y = X1 + Xz + ... + X100, €ntdo a média e variancia de Y serdo:

E(Y) = 100 x E(X;) = 100 x 3 = 300

V(Y) = 100 x V(X)) = 100 x 4 = 400

Ainda que as varidveis nao sejam identicamente distribuidas, isto é, ainda que apresentem distribuicdes
distintas, mesmo assim, a sua soma tera, aproximadamente, uma distribuicdo normal, desde que as
varidveis sejam independentes e tenham variancias similares.

Nesse caso, a esperancga e variancia serao:
EY)=EX))+EX,)+ -+ EX,)
V) =VX)+ V(X)) + -+ V(X))

Atencao: devemos somar as variancias, nao os desvios padrao!

PRATICAR!

(FGV/2017 — IBGE) Sejam X1, X2, X3, ..., Xea varidveis aleatorias discretas, com distribuicdo Binomial, todas
comp=0,25e n=12. Também sdo conhecidos valores da funcdo distribuicdo acumulada da normal-padrdo, :
: mais especificamente: §(2) = 0,977, ¢(1,5) = 0,933, ¢(1,25) = 0,894.

No caso da extragdo de uma amostra (n = 64), a probabilidade de que a soma dos valores seja superior a 207
: éigual a:

: a) 0,023
b) 0,046
c) 0,067
d) 0,106
e) 0,134
Comentarios:

: Pelo Teorema Central do Limite, a soma de N varidveis independentes identicamente distribuidas X;, cada
: uma com média E(X) e variancia V(X), € uma variavel Y, com distribuicdo aproximadamente normal, com
: média e variancia dadas por:

E(Y) = N.E(X)
V(Y) = N.V(X)

I
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: Sendo X uma variavel binomial com n =12 e p = 0,25 (logo, g = 1 — p = 0,75), ent3o:

E(X)=np=12x%x0,25=3

V(X) =n.p.q = 12 x 0,25 X 0,75 = 9/4

Assim, a distribuicdo da soma de N = 64 variaveis X terd média e variancia dadas por:

E(Y)=N.E(X) =64x3 =192
9
V() =N.V(X) = 64 XZ = 144

O desvio padrdo de Y é, portanto:

oy = VX)) = V144 = 12

Assim, a probabilidade P(Y > 207) pode ser calculada pela seguinte transformacdo:

_y—,u_207—192_15_
e T

O enunciado informa que P(—o0 < Z < 1,25) = 0,894 . Logo:

P(Z>125)=1—-P(-0<Z<125)=1-0,894 =0,106

Aproximacao da Binomial pela Normal

Como consequéncia do Teorema Central do Limite, podemos aproximar uma distribuicdao binomial a uma

distribuicdao normal Y, quando o nimero de ensaios n for grande.
Nesse caso, a média e a variancia da distribuicdo sao, respectivamente:
E(Y)=n.p
VY)=np.(1—p)

Assim, podemos aproximar a probabilidade de uma varidvel binomial X apresentar valores dentro de um
intervalo [a, b], ou seja, P(a < X < b), a probabilidade de uma varidvel normal Y apresentar valores no

referido intervalo:

P(@a<X<bh)=P@a<Y<bh)

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -

, www.estrategiaconcursos.com.br

https://t. me/kakashi_copiador

I

proc 48 entoe
135



Alexandre Vastella, Equipe Exatas Estratégia Concursos, Moni
Aula 02 - Equipe Exatas

)

EXEMPLIFICANDO

Considerando uma varidvel binomial X, com n=50 e p = 0,5 vamos calcular a
probabilidade associada ao intervalo [20, 30].

Pela distribuicdo binomial, teriamos que calcular:

P(20 < X <30) = P(X = 20) + P(X = 21) + - + P(X = 30)

P(20 < X < 30) = (gg) 0,520.0,530 4 (g‘l)) 0,521.0,52% 4 - + (gg) 0,530, 0,520

Cansativo, ndo é? O resultado dessa conta é aproximadamente 0,8811 (confia em mim).

Aproximando essa distribuicdo a uma varidvel Y que segue uma distribuicdo normal, com
média uy = n.p = 25 evarianciag? = n.p. (1 — p) = 12,5 (desvio padrdo gy = 3,5355),
temos a seguinte transformacdo para x = 30:

x—uU 30-25

7 =

Pela tabela normal, podemos observar que P(0 < Z < 1,41) = 0,4207.
Considerando que o intervalo [20, 30] é simétrico em relagdao a média uy = 25, entao:

P(20<X<30)=P(-141<Z<141) =2x0,4207 =0,8414

O numero exato de ensaios necessarios que permite essa aproximacao é controverso (e depende do grau de

precisdo desejado). O que se sabe é que quanto maior n e quanto mais proximo de 1/2 é o valor de p, mais

a distribuicao binomial se aproxima da normal.

A seguir, apresento os histogramas® de distribuicdes binomiais, para n = 10. Note que o histograma para
p = 0,5 é bem préximo de uma normal, mesmo para um numero relativamente pequeno de ensaios (10).
Por outro lado, o histograma para p = 0,1 esta bem distante de uma normal.

! Histogramas obtidos das aulas de Bacharelado em Economia da Faculdade de Economia, Administracdo e
Contabilidade da Universidade de S3o Paulo (FEA/USP), disponivel em https://www.ime.usp.br/~yambar/MAE0219/
Aula%208%20Teorema%20do0%20Limite%20Central/Aula%208-Teorema%20do%20Limite%20Central.pdf

(]
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p=0,10
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Vejamos agora os histogramas para n = 50:

p=0,10
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Nesse caso, todos os histogramas sdo préximos de uma curva normal, mesmo parap = 0,1.

Existe uma regra empirica que exige que o produto entre n e a menor probabilidade entre p e q deve ser
maior que 5, ou, para uma melhor aproximacdo, maior que 15.

Na pratica, a questdo deve fornecer elementos que permitirdo concluir que a distribuicdo binomial pode ser

aproximada a uma normal.

(]
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Correcao de Continuidade

Por se tratar de uma distribuicdo discreta sendo aproximada a uma distribuicdo continua, para melhorar a
precisdo dos resultados, é necessdrio introduzir uma correcao de continuidade.

Para isso, devemos aumentar o intervalo da binomial da forma [a, b], isto é, com os extremos incluidos, em
0,5 unidade para cada extremo. Em outras palavras, acrescentamos 0,5 unidade ao extremo superior e
subtraimos 0,5 unidade do extremo inferior.

Assim, o intervalo da distribuicdo normal correspondente serd (a — 0,5,b + 0,5):

P@<X<b)=P@—05<Y<b+0,5)

Por exemplo, o intervalo [2, 4] em uma distribuicdo binomial (discreta) corresponde ao seguinte intervalo na
distribuicdo normal (continua):

P2<X<4)=P2-05<Y<4+0,5)
P2<X<4)=P(1,5<Y<4,5)

Se o intervalo desejado nao incluir um dos extremos, ou ambos, entdo primeiro ajustamos o intervalo para
inclui-lo(s).

Por exemplo, vamos calcular a probabilidade de obter mais de 3 sucessos e menos de 8 sucessos, o que
corresponde ao intervalo (3, 8), isto é, sem os extremos.

Para utilizar a aproximacdo da binomial a normal, primeiro ajustamos o intervalo para que os extremos
sejam incluidos.

Ora, o evento mais de 3 sucessos e menos de 8 sucessos, em uma distribuicdo binomial (discreta), equivale
ao evento 4 ou mais sucessos e 7 ou menos sucessos, o que corresponde ao intervalo [4, 7], isto é, com os
extremos incluidos.

P3<X<8)=PMA<X<7)

Apdbs o ajuste do intervalo, podemos aplicar a corregao de continuidade, somando-se 0,5 unidade ao
extremo superior e subtraindo 0,5 unidade do extremo inferior:

PA<X<7)=P4-05<Y<7+0,5)
P4<X<7)=P(35<Y<75)
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)

EXEMPLIFICANDO

Vamos, entdo, refazer o nosso exemplo com a corre¢ao de continuidade:
P(20 <X <30)=P(195<Y <305

Parax = 30,5, com u = 25 e ¢ = 3,5355, temos a seguinte transformacao:

Pela tabela normal, podemos observar que P(0 < Z < 1,56) = 0,4406. Logo:
P(20 <X <30)=P(-156<Z < 1,56) =2 x0,4406 = 0,8812

Note que esse resultado é extremamente proximo do resultado exato, qual seja, 0,8811!

Logo, para resolver questdes envolvendo a aproximag¢ao de uma distribuicdo binomial X a uma distribuicao
normal Y, precisamos:

i.  Calcular a média e a variancia da distribuicdo, E(Y) = E(X) =n.peV(Y) =V(X) =n.p.q

ii.  Aplicar a correcdo de continuidade P(a < X <b)=P(a—05<Y < b +0,5)

oy ~ o~ X—
iii.  Utilizar a transformacado para a normal padrao z = Tﬂ

iv.  Consultar a tabela da normal padrdo para encontrar os valores de probabilidade

HORA DI

PRATICAR!

(CESPE/2013 TRT 172 Regido) No que se refere a distribuicbes discretas, julgue o seguinte item.

: A aproximacdo da distribuicdo binomial pela normal ndo se aplica com base no teorema limite central, visto
: que a binomial ndo se relaciona com uma soma de varidveis aleatorias.

{ Comentarios:

: O Teorema Central do Limite garante que, para n suficientemente grande, a distribuicdo binomial pode sim
: ser aproximada pela distribuicdo Normal.

i Pontue-se, ainda, que a distribui¢cdo binomial é uma soma de variaveis de Bernoulli.

Gabarito: Errado.
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(FGV/2017 — MPE/BA) A probabilidade de que uma decisdo de 12 instdncia da Justica Federal do Parana seja
reformada pelo Tribunal Superior da 42 Regido é de 0,20. No momento 100 recursos aguardam por uma
: decisdo dos Srs. Desembargadores daquele Tribunal.

S3o informados alguns valores da distribuicdo acumulada da normal-padrao:
(1) = 0,87, B(1,28)=0,90 e B(2) = 98
Sem usar o ajuste de continuidade, a probabilidade de que mais de 24 decisdes sejam reformadas é:
a) 13%
' b) 10%
c) 8%
d) 5%
e) 2%
Comentarios:
A questdo trabalha com a aproximac¢ao da binomial a normal. Sabendo que a probabilidade de reforma de :
: decisdo € p=0,20 e que ha n =100 recursos, entdo a média da distribuicdo é:
: u=nxp=100x0,2 =20
Sendo a probabilidade de ndo reforma de decisdo complementarq=1-p =0,9, a variancia é:
. V(X) =n.p.q =100x0,2%x0,8=16
E o desvio padrao:
o=V(X)=V16 =4
Considerando que ndo deve ser utilizada a corre¢do de continuidade, entdo a transformacao de x = 24 para
: a normal padréo é:
' Cx—p 24-20 4

Z= o 4 Z=

Pelas informacdes fornecidas, observamos que a probabilidade acumulada é P(Z < 1) = 0,87. Logo, a
: probabilidade de haver mais decisdes reformadas é complementar:

P(Z>1)=1-P(Z<1)=1-087=0,13=13%

Gabarito: A.

e H
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DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

A distribuicdo qui-quadrado resulta da soma de distribuicGes normais reduzidas (ou padrao) independentes,
elevadas ao quadrado.

Em outras palavras, a distribuicdo qui-quadrado X,f corresponde a soma dos quadrados de k varidveis com
distribuicdo normal padrdo, Z;~N(0,1):

X;? = {‘{=1(Zi)2

Dizemos que a distribuicdo apresenta k graus de liberdade, sendo k o nimero de varidveis normais que
compdem a distribuicao qui-quadrado. O nimero de graus de liberdade é o tnico parametro da distribuigdo.

Em particular, para k = 1, isto é, havendo uma Unica varidvel normal padrdo elevada ao quadrado Z2, temos
uma distribui¢do qui-quadrado com um grau de liberdade, X2.

Pontue-se que, se as varidveis normais X; nao forem reduzidas, ou seja, se apresentarem média y; e desvio
padrdo og;, é necessario aplicar a transformagao para a normal reduzida, antes de elevar ao quadrado, para
formar a distribuicdo qui-quadrado padrio:

=y =Y (524

i=1

=

2

()

FIQUE

ATENTO!

Quando distribuigdes normais com média u # 0 ndo padronizadas s3o utilizadas para
formar uma distribuicdo qui-quadrada, dizemos que a distribuicdo resultante é nao central,
com parametro de nao centralidade igual a média u das varidveis normais.

Para a distribuicdo qui-quadrado, os diferentes graus de liberdade reproduzem func¢des densidade de
probabilidade distintas, conforme ilustrado a seguir?.

! Gréfico do professor Ivan Balducci da Universidade Estadual Paulista, FOSJC/UNESP, disponivel em

https://slideplayer.com.br/slide/45581/.
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I~
I‘.I| \._.\gl=4
o\ gl =10
\ o g=20
. — | _|_ - .
0 3 10 15 20 25 A

Podemos observar que as varidveis com distribuicdo qui-quadrado sdo positivas (afinal correspondem a
soma do quadrado de variaveis) e assimétricas a direita.

Observamos, ainda, que quanto maior o grau de liberdade, isto é, quanto mais varidveis normais ao
quadrado sao somadas, mais simétrica sera a distribuicao.

Inclusive, pelo Teorema Central do Limite, a distribuicdo qui-quadrado se aproxima a uma distribuicdao
normal, a medida que o nimero de graus de liberdade k aumenta.

& -

SE LIGA!

A soma de varidveis com distribui¢do qui-quadrado com k4, k,, ..., k,, graus de liberdade,
segue uma distribui¢do qui-quadrado com k; + k, + --- + k,, graus de liberdade.

A média da distribuicdo qui-quadrado é igual ao numero de graus de liberdade k; e a variancia é igual ao
dobro do numero de graus de liberdade 2k:

E(X% =k

V(X2) =2k

A distribuicdo qui-quadrado também possui uma tabela que associa uma probabilidade P(X,f < Xx) ou
P(X# > x) aum valor positivo x, de acordo com o grau de liberdade k.

Pelo fato de a distribuicdo ndo ser simétrica, a distribuicdo acima da média é diferente daquela abaixo da
média. Por isso, a tabela apresenta os valores de probabilidade para toda a distribuicao.

A tabela a seguir apresenta os valores para P(JC,? < x), indicados na primeira linha. A primeira (assim como
a ultima) coluna apresenta os graus de liberdade k, que a tabela indica como n.

Por exemplo, a mediana para uma distribuicdo com 5 graus de liberdade, isto é, o valor de x para o qual
P()CS2 < x) = 50%, conforme se observa na linhan =5 enacolunaP = 0,5, é x = 4,351.

I
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P(xn < x)

s | 0005 001 0,025 0.05 0.1 025 05 0.7 0.9 0.95 0975 0.99 0.995

1| 393605 0000157 0000082 0003932 0016 0,102 0455 1323 2706 3841 5004 6635 7879 | 1
2 | oeno 0,020 0,051 0,103 0211 0575 1386 2173 1605 5.991 7378 9210 10597 | 2
3| oom 0115 0216 0352 0.584 1213 2366 2108 6251 7815 9348 1345 12838 | 3
4 | 0207 0297 0.484 0711 1.064 1923 3357 5385 1779 9488 1,143 13277 14860 | 4
s | o042 0,554 0831 1,145 1610 2675 ﬁ 6.626 9236 1,070 12832 1508 16750 | 5
6 | 0676 0872 1237 1,635 2204 3455 5,348 7.841 10,645 12592 14449 16812 18548 | 6
7 | o980 1239 1,690 2167 21833 1255 6.346 9,037 12,017 14067 16013 18475 20278 | 7
8 | 1344 1.647 2180 1733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17535 20090 21955 | 8
o | 175 2,088 2700 3325 4168 5899 8343 1,389 14684 16919 19023 20666 23589 | 9
10| 2156 2558 3247 3.040 4865 6.737 9342 12549 15087 18307 20483 23200 25488 | 10
1| 2603 3.053 3816 4575 5578 7584 10341 13701 17275 19675 21920 24735 26757 | 1
12 | 3074 3571 4404 5226 6.304 8438 11340 14845 18549 21026 23337 26217 28300 | 12
13 | 3365 4107 5.000 5802 7,041 9209 12340 15984 10812 22362 24736 Y688 20819 | 13
14 | 4075 4660 5.620 6571 7790 10165 13339 17117 21064 23685 26119 20141 31319 | 14
15 | 4601 5229 6.262 7261 8547 11037 14330 18245 22307 24996 27488 30578 32801 | 15
16 | 5142 5812 6.908 7.962 9312 11912 15338 19360 23542 26296  IR84S 32000 34267 | 16
17 | 5697 6.408 7.564 8672 10085 12792 16338  204% 24760 27587 30,101 33400 35718 | 17
18 | 6265 7.015 8231 9300 10865 13,675 17338 21605 25089  JR869 31526 34805 37056 | 18
19 | 6844 7633 £907 10117 11651 14562 18338 D718 27204 30144 32852 36191 38582 | 19
0 | 7434 8260 9501 10851 12443 15450 19337  238% 28412 31410 34170 37566 39997 | 20
2 | so3s 8807 10283 11591 13240 1638 20337 24035 20615 32671 35479 38932 41401 | 21
2 | se43 9542 10982 12338 14041 1720 21337 26039 30813 33924 36781  402%9  427% | 2
33 | 0260 10196 11689 13001 14848 18137 22337 27041 32007 35472 38076 41638 44181 | 23
24 | osse 10856 12401 13848 15650  19.037 23337 28241 33196 36415 30364 42980 45558 | 24
35 | 10520 11524 13120 14611 16473 19939 24337 29339 34380 37652 40646 4314 46928 | 35
26 | 11160 12198 13844 15379 17202 20843 25336 30435 35563 38885 41923 45642 48200 | 26
27 11,808 12878 14573 16,151 18114 21,749 26336 31,528 36,741 40113 43,195 46963 49645 27
28 | 12461 13565 15308 16928 18930 22657 27336 32620  37.916 41337 44461 48278 50994 | 28
20 | 13021 14256 16047 17708 19768 23567 28336 33711 30087 42557 45722 49588 52335 | 29
30 | 13787 14953 16791 18493 20599 24478 2033 34800 40256 43773 46979 50892 53672 | 30
30 | 20707 22164 24433 26509 29051 33660 39335  45.616  SL805 55758 59342 63691 66766 | 40
s0 | 27901 29707 32357 34764 37689 42942 49335 56334 63167 67505 71420 76154 79490 | 50
60 | 35534 37485 40482 43188 46459 52204 59335 660981 74397 79082  £3208 88379 91952 | 60
70 | 43275 15442 48758 51739 55320 61698 69334 TLSTT 85527 90531 95023 100425 104215 | 70
80 | 51172 53540 57153 60391 64278 71,145 79334 88130 96578 101879 106629 112,329 116321 | 80
90 | 59196 61754 65647 69126 73201 80625 89334 98650 107565 113145 118136 124116 128290 | 90
100 | 67328 70065 74222 77920 82358 00133 90334 109141 118498 124342 120561 135807 140170 | 100

(]

“J  INDO MAIS
FUNDO!

¥

A distribuicdo qui-quadrado é um caso particular da distribuicdo gama, cuja f.d.p. é:

Baxa—le—ﬁx

Fx) = EEr— sex =0
0, caso contrario
A f.d.p. da distribuicdo qui-quadrado é obtida com a = ge B = i

Por exemplo, para k = 2, temos uma distribuicdo qui-quadrado com 2 graus de liberdade,

T 1
o que corresponde a uma distribuicdo gamacoma=1ef ==

>
Nessa situacdo, em que a =1, a distribuicdo gama se reduz a uma distribuicdo

exponencial, com § = A. Entdo, uma distribuigdo qui-quadrado com 2 graus de liberdade

1

é também uma distribui¢cdo exponencial, com 4 = 8 = >

A média dessa distribuicdo é E(X) = % =20uE(X?) =k=2.
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ce

ESQUEMATIZANDO

Distribuicao Qui-quadrado com k graus de liberdade
Soma de k variaveis normais padrdo elevadas ao quadrado: X? = ¥, (Z;)?
Assimétrica a direita, comx > 0

Esperanca: E(X2%) = Variancia: V(X2%) = 2k

PRATICAR!

(FCC/2015 — Analista do CNMP — Adaptada) Sejam X1, Xz, ... , Xn variaveis aleatorias independentes e :
5 identicamente distribuidas com distribuicdo normal padrio e seja a variavel aleatéria W = X2 + X% + --- +
X2 Considerando essa informacao, julgue a seguinte afirmativa:

: A varidvel W tem distribuicdo qui-quadrado com (n - 1) graus de liberdade.
Comentarios:

Sendo W = X? + X2 + -+ + X2, entdo W apresenta distribui¢do qui-quadrado com k = n graus de liberdade :
: (ndo, n—1).

Resposta: Errado.

(FGV/2021 - FunSaude/CE) Se Xi, Xu,..Xnsdo n varidveis aleatdrias independentes e identicamente :
: distribuidas com distribuicdo N(u,0?), entdo a varidvel

- (X; — n)?
o
i=1

Tem a seguinte distribuicdo de probabilidades:
a) normal com média nu e variancia no?.

b) qui-quadrado com n graus de liberdade

c) qui-quadrado com n-1 graus de liberdade.
d) t-Student com n graus de liberdade.

: e) t-Student com n-1 graus de liberdade
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i Comentarios:
: A varidvel Q indicada no enunciado corresponde a soma de n variaveis normais, reduzidas a normal padrdo, :

: Xi—Ui
Pz = la_“‘, elevadas ao quadrado.

4

Assim, a varidvel Q apresenta distribuicdo qui-quadrado com k = n graus de liberdade.

Gabarito: B

(CESPE/2018 — Agente de Policia Federal) Uma amostra aleatdria simples Yi, Y, ..., Yas foi retirada de uma
distribuicdo normal com média nula e varidncia o2, desconhecida. Considerando que P(x? < 13) = P(x?> > 41) =
0,025, em que x2 representa a distribuicdo qui-quadrado com 25 graus de liberdade, e que S% = f=51 Yl-z,
julgue o item a seguir.

: A variancia da distribuicdo X? com 25 graus de liberdade é superior a 40.
Comentarios:

A variancia da distribuicdo qui-quadrado, com k = 25 graus de liberdade, é:
' V(X) = 2k =2 x 25 = 50
Assim, a variancia é superior a 40.

: Gabarito: Certo.

(CESPE/2018 — Analista Administrativo — EBSERH) Considerando que X e Y sejam varidveis aleatorios
: mutuamente independentes que seguem distribuicdo normal padréo, julgue o préximo item.

: A soma dos quadrados Q = X% + Y2 segue uma distribuicdo exponencial com média igual a 2.
: Comentarios:

A soma de k varidveis independentes com distribuicdo normal padrao elevadas ao quadrado segue
: distribuicdo qui-quadrado, com k graus de liberdade. Nesse caso, temos uma varidvel com distribui¢do qui-
: quadrado com k = 2. A média dessa distribuicdo é:

E(X)=k=2
Especialmente para k = 2, a distribuicdo qui-quadrado corresponde a uma distribuicdo exponencial, com A = I
i1

P2
Gabarito: Certo.

5
L
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DISTRIBUICAO T DE STUDENT

A varidvel T com distribuicdo t de Student (ou t-Student) é definida como:

7= Z

=
""‘l?rn

em que Z é uma variavel normal padrdo, X7 é uma variavel com distribui¢do qui-quadrado, com k graus de
liberdade, sendo Z e X? independentes.

A variavel T apresenta k graus de liberdade, que também é o tnico parametro da distribuicdo.

O gréfico a seguir® apresenta as func¢bes densidade de probabilidade para distribui¢des t-Student com 1, 5 e
25 graus de liberdade.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 - 5 6

Observa-se que, assim como a normal padrdo, a distribuicao t-Student é simétrica, com média u =0 e
formato de sino, assumindo valores em toda a reta real, (—0, o).

Porém, em comparacdo com a normal, a curva t-Student é mais baixa na regido central e mais larga nos
extremos. Ou seja, a distribui¢ao t-Student apresenta maior variabilidade.

A variancia da distribuicao de t-Student é dada por:

V(T) = %, parak > 2

Pontue-se que a variancia nao é definida um grau de liberdade menor ou igual a 2 (k < 2).

! Obtido na apresentacdo das aulas da Prof. Tarciana Liberal, da Universidade Federal da Paraiba, disponivel em
http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aulal5.pdf
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cn . e , . . ~ k.
A variancia da distribuicdo de t-Student é sempre maior que 1, para qualquer valor de k, pois a razdo ¢
sempre um valor superior a 1. Porém, a medida que k aumenta, essa razdo se reduz, aproximando-se de 1.

Assim, a medida que o grau de liberdade k aumenta, a distribuicdo de t-Student se aproxima de uma curva
normal, com variancia igual a 1 (outra consequéncia do Teorema Central do Limite).

A distribuicdo t-Student também apresenta uma tabela que associa aos valores de probabilidade os
intervalos de valores de t, de acordo com o grau de liberdade, conforme indicado a seguir. Observe pelo
grafico anterior a essa tabela, que os seus valores de probabilidade s3o da forma P(T < t).

P
1-p
tp
V| foss fogo | Tooo | foas | loso | Topo | fopes fogrs | Tops | 0,995
1] ,158 325 | 727 | 1,000 | 1,376 | 3,08 | 6,31 12,71 | 31,82 |63,66
2| ,142 289 | 617 816 | 1,061 | 1,89 | 292 4,30 ; 6,9 | 9,92
3| ,137 277 | 584 J65 | 9718 164 | 235 3,18 454 | 584
4| 134 271 | 569 741 | 9411153 | 213 2,78 3,75 | 4,60
§1 ,132 267 559 227 920 ] 148 2,02 257 3,36 403
61| ,131 265 | 553 718 | 906 | 1,44 1,94 2,45 3,14 | 371
71,130 263 | 549 711 | 89| 1,42 | 1,90 2,36 3,00 | 350
8 ,130 262 | 546 | ,706 | ,889| 1,40 | 1,86 2,31 2,90 | 3.36
91 ,129 ,261 543 703 8831 1,38 183 2,2 2,82 3,25
10| ,129 260 | 542 700 | 879] 1,37 | 181 2,23 2,76 | 3,17
11| ,129 ,260 | 540 697 | 876] 1,36 | 180 2,2C 2,72 | 3,11
12| ,128 259 | 539 695 | 8731136 1,78 2,18 2,6 3,06
13| ,128 259 | 538 694 | 870|135 | 1,77 2,16 265 | 3,01
14| ,128 258 | 537 692 | B68 | 1,34 | 1,76 2,14 262 | 298
15| ,128 258 | 536 691 | 866 1,34 | 1,75 2,13 260 | 295
16| ,128 258 | 535 690 | 865 1,34 | 1,75 2.12 258 | 292
17| 128 257 | 534 689 | 863 | 1,33 | 174 2.11 257 | 2,90
18| 127 257 | 534 688 | 862|133 | 173 2,10 | 255 | 238
19| 127 257 | 533 | 688 | 861|133 | 1,73 209 | 254 | 286
20 | ,127 257 | 533 687 | 860|132 1.72 209 | 253 | 284
21| ,127 257 | 532 686 | 859 1,32 | 1,72 2,08 252 | 283
22| ,127 256 | 532 686 | 858 1,32 | 1,72 2,07 251 | 282
23 | ,127 256 | 532 685 | 858 1,32 | 1,M1 2,07 250 | 281
2 | 127 256 | 531 685 | 857 1,32 | 1,1 2.06 249 | 280
25 | 127 256 | 531 684 | 856 1,32 | 1,m 2.06 248 | 2,79
26 | 127 256 | ,531 684 | 86| 1,32 | 1,11 2.06 248 | 2,78
27 | ,127 ,256 | 531 684 | 855| 1,31 | 1,70 205 | 247 | 2,77
28 | ,127 256 | 530 683 | 8ss| 1,31 | 1,70 205 | 247 | 2,76
29 | ,127 256 | 530 683 | 854 1,31 | 1.70 2,04 2,46 | 2,76
30| ,127 256 | 530 683 | BS4| 131 | 1,70 2,04 246 | 275
40| ,126 255 | 529 681 | BS1| 1,30 | 1,68 2,02 242 | 2,70
60 | ,126 254 | 527 679 | B48 1,30 | 1,67 2,00 2,39 | 266
120 | ,126 254 | 526 6717 | 845| 1,29 | 1,66 1,98 2,3 | 262
e | ,126 253 | 524 | 674 ,s4zl 1,28 | 1,645 196 | 2,33 2,58
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A primeira coluna apresenta os graus de liberdade, que a tabela chama de v, e a primeira linha apresenta os
valores de probabilidade acumulada, até os valores de t indicados nos campos. Por exemplo, para 5 graus
de liberdade (52 linha), o valor que delimita uma probabilidade P(T < t) = 0,9 (62 coluna), é t = 1,48.

Lembre-se que a distribuicdo é simétrica, com média, mediana e moda iguais a u = 0. Assim:
P(T<—-t)=P(T>t)
P(T<0)=P(T>0)=0,5

Por isso, s3o apresentados apenas valores de probabilidades P(T < t) maiores que 50%, uma vez que a
esquerda da média, os valores sdo simétricos.

Assim como para a curva normal padrdo, ha outras formas de apresentar a tabela de t-Student.

“J  INDO MAIS
» FUNDO!

Ressalte-se que a distribuicdo t-Student para k = 1 consiste na razao entre duas variaveis
normais padrao independentes:

Zy _ 2y _ 7y
XZ_ z_Z
7 oVE T

Nesse caso especifico, temos uma distribuicdo de Cauchy, que corresponde a razdo entre
duas variaveis normais independentes.

T =

Essa distribuicdo também é simétrica e mais achatada em relacao a normal. Porém, ela é
uma distribuicdo "patoldgica"”, pois ndo possui média ou variancia definidas.

0

ESQUEMATIZANDO

Distribuicdo t-Student, definida para todos os valores reais

T =

Eea N

Simétrica, com u = 0 e formato de sino mais achatado do que a normal

Variancia: V' (X) = ﬁ para k > 2
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HORA DE

PRATICAR!

(2017 TRF 22 Regido — Adaptada) Sobre a distribuicdo t-Student, julgue a afirmativa a seguir.

; Considere uma variavel aleatéria Z com distribuicdo normal padrdo e uma outra variavel aleatéria V com
: distribuicdo qui-quadrado e v graus de liberdade. Se Z e V forem independentes, entdo a variavel aleatéria :

T = % tem distribuicdo t de Student com v graus de liberdade.

v
Comentarios:

: Vimos que a distribuicdo t-Student é definida como:

N

T =

i

Kk

Entdo, sendo V uma distribui¢cdo qui-quadrado com v graus de liberdade, temos:

Z
T=—
F
. %
Resposta: Certo.
(CESPE/2011 - Analista Judiciario do TJ/ES)
B 4 2 o d 41 b

R s 1s)

O grafico acima mostra a funcdo de densidade da distribuicdo normal padrdo N(O, 1) e t(1) e t(5), que
: representam, respectivamente, as densidades da distribuicdo t de Student com 1 e 5 graus de liberdade.

: Com base nesse grafico, julgue o préximo item.

: Adistribuicdo N(0, 1) possui variancia unitdria, a t(5) possui variancia igual a 5/3, e a variancia da distribuicdo
: t-Student com 1 grau de liberdade ¢ indefinida. :

{ Comentarios:

: Vamos analisar as trés afirmacdes.
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Em relacdo a primeira afirmacdo, de fato, a distribuicdo normal padrdo N(0,1) possui variancia igual a 1
: (unitaria).

: Em relagdo a segunda afirmagdo, a distribui¢cdo de t-Student com k = 5 graus de liberdade é:

k 5
=15 "3

Em relagdo a terceira afirmacao, a distribuicdo de t-Student com k = 1 grau de liberdade ndao tem variancia
i definida.

Gabarito: Certo.

(FGV/2010 - FIOCRUZ) Duas variaveis aleatdrias independentes X e Y sdo tais que X tem distribuicdo Normal
com média 0 e variancia 4 e Y pode ser escrita como Y = Z1? + 222 + Z32 + Z4% , em que os Zi sdo independentes
e identicamente distribuidos com distribuicdo normal padrdo, i = 1, 2, 3, 4. Nesse caso, a seguinte variavel :
: tem distribuicdo t- Student

i a) XY

| b) x5

c) Xy

d) 4Xy05

e) 2XY
Comentarios:

A variavel t-Student é definida como:

T =

X
k

Sendo X uma variavel normal com média u = 0 e variancia V(X) = 4, para transforma-la na normal padrdo
precisamos dividir pelo desvio padrdao o = /V(X) = 2:
X—u _ X—-0 _ X

o 2 2
: Sendo Y a soma de 4 varidveis normais padrio independentes elevadas ao quadrado, entfo Y é uma varlavel
qui-quadrado Xk com k =4 graus de liberdade.

7 =

Sendo as varidveis independentes, entdo a seguinte razao apresenta distribuicao de t-Student:

Z 2 2 X 2 X
Xz o[y Y 2 WY WY
'k 4 2
Essa razdo pode ser representada como:
X 1
T=—=XxY2=XxY" :
: Y2
: Gabarito: B
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(CESPE/2020 — Analista Judiciario do TJ/PA) Se X e Y sdo variaveis aleatdrias normais independentes, tais
gue X~ N(0,1) e Y~ N(0,1), a razdo é segue uma distribuicado

a) de Cauchy

: b) de Pareto

: ¢) de Weibull

d) t de Student com 2 graus de liberdade

e) normal padrao

Comentarios:

: A razdo entre varidveis independentes com distribuicdo normal segue uma distribuicdo de Cauchy, que
corresponde a razdo entre duas varidveis normais.

: Note que X e Y sdo variaveis normais padrdo. Nesse caso, temos também uma distribuicdo t de Student,
porém com 1 grau de liberdade, e ndo 2, como descrito na alternativa D.

: Gabarito: A.
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DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Nesta secdo, estudaremos a distribuicdo de probabilidade dos principais estimadores, chamada de
Distribuicao Amostral. Vale ressaltar que os estimadores sdo varidveis aleatdrias e por isso apresentam
distribuicGes de probabilidade.

Inicialmente, é importante pontuar que a distribuicdo dos elementos de uma amostra aleatdria qualquer
segue a mesma distribuicao populacional.

Por exemplo, vamos considerar uma moeda com 2 faces, que vamos chamar de face 0 e face 1. Tratando-se

- - , 1 A
de uma moeda equilibrada, a probabilidade de cada face é de 5= 0,5 e a esperanca e variancia sao,
respectivamente:

E(X) = Zx.P(X —x)

E(X)=0x0,5+1%05=05

V(X) = Z(x —WAPX = x)

1 1 0,25+0,25
V(X) = (0-05)%x Z+(- 0,5)% x = =025

Agora, suponha que vamos extrair uma amostra aleatérias de tamanho 3, ou seja, vamos lancar a moeda 3
vezes. Podemos representar essa amostra por X4, X5, X3.

Considerando que os possiveis resultados das amostras sdao os mesmos da populacdo (0 ou 1) e com as
- 1 ~
mesmas probabilidades de 5= 0,5 para cada face, entdao temos:

E(X)=EX,) =E(X;) =0x05+1%0,5=0,5

1 1 0,25+ 0,25
V(X)) =V(X) =V(Xs) = (0-05)° X5+ (1-05)* x5 = ————=10,25

Ou seja, a esperanca e a variancia de cada amostra sdo iguais as da populacdo:

EX)=EX)=pu

V(X) =V(X) = a2

Na verdade, toda a distribuicdo de probabilidade da amostra é igual a distribuicao de probabilidade da
populagdo (as esperangas e as variancias sao iguais como consequéncia desse fato).

I
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SE LIGA!

Quando as variaveis X;,X,, X3, ... X;;, que representam os elementos da amostra, sdo
independentes, dizemos que elas independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), isto
é, sdo independentes e apresentam a mesma distribuicdo (igual a da populacao).

Isso ocorre quando a populagdo é infinita (ou muito grande em comparagdo com o
tamanho da amostra) ou quando a amostra é extraida com reposicao.

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2021 — FunSaude/CE - Adaptada) Se Xi, X2, ... Xn € uma amostra aleatdria simples extraida de uma
populagao infinita com determinada distribuicdo de probabilidades f(x), avalie se as afirmativas a seguir :
: estdo corretas. :

l. X1, X2, ... Xn sd0 independentes.

. X1, X2, ... Xn sdo identicamente distribuidos.

lll. Nem sempre cada X;, i = 1,..., n, tem distribuicao f(x).
Esta correto o que se afirma em

a) I, apenas.

b) I e ll, apenas.

c) l elll, apenas.

d) Il e lll, apenas.

e)l, llelll.

Comentarios:

Essa questdo trabalha com os conceitos fundamentais envolvendo distribuigdo amostral.

: Sendo a populacdo infinita, entdo os elementos da amostra (que o enunciado chamou de Xj, Xz, ... Xn) sdo :
: varidveis aleatdrias independentes que apresentam a mesma distribui¢cdo da populacio. :

: Assim, as afirmativas | e Il estdo corretas, enquanto a afirmativa Ill estd incorreta, pois cada variavel X; :
apresenta a mesma distribuicdo f(x) da populacdo (sempre). :

Gabarito: B
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Agora, estudaremos a distribuicdo dos estimadores mais utilizados, quais sejam, a média, a proporgao e a
variancia amostrais.

Distribuicao Amostral da Média

Para estimarmos a média da populagdo pu, utilizamos como estimador a média amostral X.

Sendo X4, X5, ..., X;, os valores observados da amostra, a média amostral é a razdo entre a soma dos valores
observados, X; + X, + - + X,,, € o numero de elementos observados, n:

X1+X2+"'+Xn
n

X =

Assim como os demais estimadores, a média amostral é uma varidvel aleatéria, uma vez que X varia de
acordo com os valores observados da amostra X, X,, ..., X;,.

Vamos ao exemplo da moeda lancada 3 vezes. Se o resultado for {0, 0, 1}, a média amostral sera:

X—O+O+1—1~033
N 3 3

Se o resultado for {0, 1, 1}, por exemplo, a média amostral sera:

g O0t1+1 2
-3 377

E qual seria a esperanga desse estimador? Bem, sabendo que as faces possiveis sdo 0 e 1, cada uma com 50%
de chance, esperamos que as médias desse experimento estejam em torno de 0,5.

Ou seja, a esperanga da média amostral é igual a média populacional?

E(X)=pu

E quanto a variancia? A variancia da média amostral é dada por:

vx) _ o?

V(X) =

n
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Para o exemplo dos 3 lancamentos da moeda, em que V(X) = 0,25 e n = 3, a variancia da média amostral é:

_. 0,25
V(X) = T = (0,08

A variancia da média amostral V(X) é menor do que a variancia populacional V(X).

&

ESCLARECENDO!

Isso ocorre porque a média das observacdes X tende a ser um valor bem mais préximo da
média populacional u do que as observagdes individuais da amostra X;. Afinal, no calculo
da média amostral, os valores acima da média compensam os valores abaixo da média.

Em outras palavras, as médias amostrais X variam menos do que as observacdes
individuais X;. Lembrando que as observag¢des individuais da amostra seguem a mesma
distribuicdo da populacdo, entdo concluimos que a variancia da média amostral V(X) é
menor do que a variancia da populagdo V(X).

Além disso, quanto maior o tamanho da amostra n, menor serd a variancia da média amostral.

O desvio padrao (raiz quadrada da variancia) de um estimador pode ser chamado de erro padrao.

O erro padrdo (ou desvio padrao) da média amostral é dado por:

EP(X) =V(X) = \E = %

Ou seja, o erro padrdo (ou desvio padrao) da média amostral pode ser calculado como a raiz quadrada da

variancia da média amostral 1/V(X), ou como a razdo entre o desvio padrdo populacional e a raiz do

P g
numero de elementos da amostra N

Também podemos denotar o erro padrao (ou desvio padrdao) da média amostral por o%.

Para o nosso exemplo, o erro padrdao da média amostral pode ser calculado como:

_ _ /0,25
EP(X) =+V(X) = - =029

I
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As férmulas da esperanca e variancia podem ser obtidas pelas respectivas propriedades.

= XXyt X
Sendo X = %

, a esperanga E(X) é dada por:
7y = g (KotKetotEn) _ g (K %\ g (e
B0 =B (252) = B () + B () + -+ B (D)
E(X) = ~E(X) + = E(X,) + -+ - E(Xy)
Vimos que a esperanga amostral é igual a esperanca populacional, E(X;) = E(X) = u:
S 1 1 1 1
E(X) =—pt-pteet-p=EnX—Xu=p
Considerando que as variaveis X4, X5, ..., X;, sdo independentes, a variancia V()?) é:
T _ X1+X2+"'+Xn _ ﬁ ﬁ s ﬁ
O = () Ly (5 1y () 4 (2)
S 1 1 1
V) = V(XD + 5V (Xp) + -+ =V (Xy)
Sabendo que a variancia amostral é igual a variancia populacional, V(X;) = V(X) = ¢?:

2

> _1 2 1 2 1 2 _ 1 2 _ 0O
V(X)—Fa t—o t et =0t =nxX—Xo"=—

A variancia dos elementos da amostra X; é igual 3 variancia populacional V(X;) = ¢2. 0

2
s ge , en o ;s g 4 o
que é diferente é a varidncia da média amostral, V(X) = —.

Se a variancia da populacdo ndao for conhecida, ela precisa ser estimada a partir da amostra (variancia
amostral):

(]

,  I(X; - X)?
5T n—1
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Nessa situacdo, a estimativa para a variancia da média amostral sera:
2

V(%) = Sn

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2016 TCE/PA) Uma amostra aleatdria, com n = 16 observac¢des independentes e identicamente
: distribuidas (11D), foi obtida a partir de uma populacdo infinita, com média e desvio padrdo desconhecidos e :
: distribuicdo normal. Tendo essa informagdo como referéncia inicial, julgue o seguinte item. :

: Para essa amostra aleatéria simples, o valor esperado da média amostral é igual a média populacional.
: Comentarios:
: De fato, o valor esperado da média amostral (para uma amostra aleatéria) é igual a média populacional.

Gabarito: Certo.

(2019 — UEPA) Considere uma amostra aleatéria X4, X,,...,X;, de uma populagdo normal de média u e
: X1,X5 :

: A . ~ ST AL . S X250 X ~ .
: variancia 02 =9. Entdo, a média e a varidncia de X,, = T” sdo, respectivamente,
a) el
e
: 9
b)Le-.
n n
c) el
e
: n
due 5"
Comentarios:
A média (ou esperanca) e a variancia da média amostral sdo, respectivamente:
EX) =u
_. VX) 9

V(X) = —( ) =—
: n n
Gabarito: C.

(VUNESP/2015 — TJ-SP) Resultados de uma pesquisa declaram que o desvio padrdo da média amostral é 32.
Sabendo que o desvio padrao populacional é 192, entdo o tamanho da amostra que foi utilizada no estudo
i foi :

a) 6.
 b) 25.

I
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) 36.
: d) 49,
e) 70.
Comentarios:

: O desvio padrdo (ou erro padrdo) da média amostral pode ser calculado como a razdo entre o desvio padrao :

: da populacdo e a raiz do numero de elementos da amostra:
o
Oy =—

Vn
O enunciado informa que o desvio padrao da média amostral é gz = 32 e o desvio padrao populacional é
: 0 = 192. Logo:
; 192
CVn

192
V=7

n=(6)? =36

32

Gabarito: C.

(FCC/2012 — TRE-SP) Uma variavel aleatdria U tem distribuicdo uniforme continua no intervalo [a, 3«a]. Sabe-
: se que U tem média 12. Uma amostra aleatdria simples de tamanho n, com reposi¢do, € selecionada da :
: distribuicdo de U e sabe-se que a varidncia da média dessa amostra € 0,1. Nessas condigdes, o valor de n &

a) 80.

: b) 100,

c) 120.

: d) 140,

e) 150.
Comentarios:

: O que essa questdo exige, em relacdo a matéria que acabamos de estudar, é a formula do desvio padrao da
: média amostral:

o
Ogx = —
Vn
: Assim, podemos escrever o tamanho amostral como:
o
Vn="
Ox
( - )2 4
n=\|— = —
O% o}

: Ou seja, o tamanho amostral é a razdo entre a variancia populacional o2 (quadrado do desvio padrdo :
: populacional o) e a variancia da média amostral a)% (quadrado do desvio padrdo da média amostral o).

I
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: 0 enunciado informa que a variancia da média amostral é g% = 0,1.

: Pronto! A matéria desta aula acabou. Agora, para calcular a variancia populacional, precisamos saber calcular :

: a média e a variancia da distribuicdo continua uniforme.

A média (esperanca) dessa distribuicdo é igual a média aritmética dos limites do intervalo, a e b. Sabendo

quea=a,b=3.aeE(X)=12, conforme dados do enunciado, temos:

a+b
E(X) =—
_a+3a  4a
12—7—7—261
a=6

Ou seja, a=6 e b =3x6 =18. Entdo, a variancia é dada por:

(b—a)? (18-6)?* (12)*

_ v =" 12 1z -
Voltando a nossa férmula para encontrar o tamanho amostral, temos:
o? 12
n= a_)% = 01 =120

Gabarito: C

Fator de Correcao para Populacgao Finita

Os resultados da variancia e do desvio padrdo da média amostral sao validos para varidveis X;, X5, ..., X,
independentes, ou seja, quando a populacdo é infinita ou quando as amostras sdo extraidas com reposicao.

Quando isso ndo ocorre, ou seja, quando a populagao é finita e as amostras sdao extraidas sem reposicao,
precisamos fazer um ajuste.

Sendo n o tamanho da amostra e N o tamanho da populacdo, precisamos multiplicar a variancia da média

~ ~ g o2 N—-M

amostral, pelo fator de correcao de populagao finita Vo1
VX =2 x
T T N-1

Observe que o fator de correcao é menor do que 1, pois N —n < N — 1. Assim, o ajuste diminui a variancia
da média amostral.

Sabendo que o erro (ou desvio) padrdo é a raiz quadrada da variancia, podemos ajusta-lo para popula¢des
finitas e amostras extraidas sem reposicao, multiplicando-o pela raiz quadrada do fator de correcao:

— — N-—n
EP(X) = [V(X) = T
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Distribuicdo da Média Amostral e a Curva Normal

Quando a populagao segue distribuicao normal (ou gaussiana) com variancia conhecida, a média amostral
também seguira distribuicao normal.

Como vimos anteriormente, a esperanca, a variancia e o desvio (ou erro) padrdo da média amostral sdo:

E(X)=yp
__ o?
_ o
EP(R) = —

Assim, para calcular as probabilidades envolvendo a média amostral, nessa situagao, utilizamos a seguinte
transformacgao para a normal padrao:

Por exemplo, vamos supor uma populagdo com média u = 20 e desvio padrao o = 2. Para calcular a
probabilidade de a média de uma amostra de tamanho n = 16 ser maior que X = 21, fazemos:

T_Z_
4

Assim, a probabilidade P(X > 21) é igual a probabilidade P(Z > 2), que pode ser obtida a partir da tabela
normal padrao.

De modo equivalente, podemos dizer que a seguinte variavel segue distribuicio normal padrdo (ou
reduzida), isto é€, com média igual a 0 e desvio padrdo igual a 1, que representamos como N(0,1):

— U
Z="%5—~N(0,1)

Vn

Ainda que a populacdo nao siga distribuicdo normal com varidncia conhecida, pelo Teorema Central do
Limite, é possivel aproximar a distribuicdo da média amostral a uma normal, também com média E(X) = u,

— 2 —
variancia V(X) = % e desvio padrdo (ou erro padrao) EP(X) = \%, quando o tamanho da amostra n for

grande o bastante.

A possibilidade de tal aproximagao depende do tamanho da amostra e da distribuicao da populagao.
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: : Sendo uma amostra aleatéria simples retirada de uma distribuicdo X com média W e variancia 1, a distribuicao
: da média amostral dessa amostra, X, converge para uma distribuicdo normal de média nu e variancia 1, a
: medida que n aumenta.

Comentarios:

A distribuicdo da média amostral X converge para uma distribuicdo normal 8 medida que n aumenta. Porém,
: amédia dessa distribuicdo é E(X) = p e variancia V (X) =
amostral é V(X) = % (e ndo 1).

Gabarito: Errado.

((EESPE 2018/PF) O tempo gasto (em dias) na preparagdo para determinada operagao policial é uma variavel
aleatdria X que segue distribuicdo normal com média M, desconhecida, e desvio padrdo igual a 3 dias. A
observacdo de uma amostra aleatdria de 100 outras operacdes policiais semelhantes a essa produziu uma
média amostral igual a 10 dias. Com referéncia a essas informacdes, julgue o item que se segue, sabendo
: que P(Z > 2) = 0,025, em que Z denota uma variavel aleatéria normal padrdo.

O erro padrao da média amostral foi inferior a 0,5 dia.
Comentarios:

: O erro padrdao da média amostral é:

Alexandre Vastella, Equipe Exatas Estratégia Concursos, Moni
Aula 02 - Equipe Exatas

Quanto maior o tamanho da amostra e quanto mais simétrica for a distribuicdo da populacdao, melhor serd
a aproximacao. Usualmente, considera-se que para uma amostra grande, com n = 30, a aproximacao serd
satisfatdria, para qualquer distribuigao populacional.

PRATICAR!

(CESPE/2014 ANATEL) Com base no teorema limite central, julgue o item abaixo.

V( ). sabendo que V(X) = 1, avariancia da média

_ o
EP(X) = ﬁ

: Em que n é o tamanho da amostra (n = 100); e o € o desvio padrdo amostral (o = 3), logo: :

EP(R) = —— = > =03

100 10

Gabarito: Certo.

(CESPE/2019 — Analista Judiciario TJ) Um pesquisador deseja comparar a diferenca entre as médias de duas
amostras independentes oriundas de uma ou duas popula¢bes gaussianas. Considerando essa situacdo
: hipotética, julgue o préximo item. :

: Para que a referida comparacdo seja efetuada, é necessario que ambas as amostras tenham N > 30.
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: Comentarios:

: Quando a populacdo segue uma distribuicdo normal (ou gaussiana), a média amostral também seguira uma
: distribuicdo normal, independentemente do tamanho da amostra. Logo, o item estd errado.

: Para fins de complementacdo, se a amostra for grande o suficiente (normalmente, consideramos isso para
: n = 30), a média amostral seguird aproximadamente uma distribuigdo normal, mesmo que a populagdo ndo
: siga distribuicdo normal.

Gabarito: Errado.

(FCC 2015/SEFAZ-PI) Instrucdo: Para responder a questdo utilize, dentre as informacdes dadas a seguir, as
: que julgar apropriadas. Se Z tem distribui¢do normal padrdo, entdo:

: P(Z<0,4) =0,655; P(Z<1,2) = 0,885; P(Z < 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977.

Uma auditoria feita em uma grande empresa considerou uma amostra aleatéria de 64 contas a receber. Se
a populac¢do de onde essa amostra provém € infinita e tem distribuicdo normal com desvio padrdo igual a RS
200,00 e média igual a RS 950,00, a probabilidade da varidvel aleatdria média amostral, usualmente
denotada por X, estar situada entre RS 980,00 e RS 1.000,00 é dada por

| 2) 18,4%
: b)9,2%
) 28,5%
 d)47,7%
) 86,2%

: Comentarios:

: O enunciado informa que a populacdo segue distribuicdo normal, logo, a média amostral também terd

distribuicdo normal. Assim, utilizamos a seguinte transformacgao para a normal padrao:

X—u

g
Vn

Sabemos que o tamanho da amostra é n = 64, logo, vn = 8; que a média populacional é u = 950 e que o

7o =

: desvio padrdo populacional € o = 200. Substituindo esses valores, a transformagdo para X, = 980 é:

7 _980—950_30 8 _ 19
#7200 T T200757
8
Para X, = 1000, temos:
7 _1000—950_50 8 _
T 200 %200
8

Ou seja, a probabilidade desejada corresponde a P(1,2 < Z < 2), que pode ser calculada pelos dados
: fornecidos no enunciado:

P(12<Z<2)=P(Z<2)—-P(Z<12)=0977—-0,885=0,092 =9,2%

Gabarito: B
.-’"'"FFFF'_F'___
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Distribuicdo Amostral da Proporcao

Agora, vamos trabalhar com uma populacdo em que determinada caracteristica estd presente em uma
proporcao p dessa populagdo, por exemplo, 15% da populagao apresenta olhos azuis; 20% da populagao
estd doente, 1% da producdo apresenta defeito, etc.

Um elemento qualquer da populagdo X pode apresentar a caracteristica estudada, o que chamamos de
sucesso (X = 1), ou ndao, o que chamamos de fracasso (X = 0). A probabilidade de sucesso é p e a

probabilidade de fracasso é g = 1 — p.

Essa populagdo apresenta uma distribuicao de Bernoulli, com parametro p.

Sendo essa propor¢do populacional desconhecida, precisamos estima-la a partir da proporc¢do de sucessos
encontrados na amostra, que indicamos por p.

Considerando que cada observagdo X; da amostra serd X; = 0 ou X; = 1 (assim como para a populagdo),
entdo a proporcdo de sucessos na amostra pode ser calculada como:

X1+X2+"'+Xn
n

p=

Vamos supor que queremos estimar a proporc¢ao de defeitos em uma producdo de medicamentos. Para isso,
extraimos uma amostra de 10 medicamentos, que apresentou o seguinte resultado, em que O representa
um item ndo defeituoso e 1 representa um item defeituoso:

{0,0,1,0,0,0,1,0,0, 0}
Logo, a proporg¢do encontrada nessa amostra é:

 _0+0+1404040+14+04+040_2 _
p= 10 BET IR

Note que o estimador p é calculado da mesma forma que a média amostra X que vimos anteriormente.
Logo, a esperanca de p é calculada da mesma forma que para X, utilizando p no lugar de u:

E@)=p

Ou seja, a esperancga do estimador é igual a proporg¢ao populacional.

Em outras palavras, a proporcao amostral tende a proporc¢ao populacional.
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A variancia de p também é calculada de forma analoga a de X:

V(p)

V() = —

Sabendo que a populagdo segue distribuicdo de Bernoulli, temos V(p) = p.q, entdo:

ve) =5t

E o erro padrao (ou desvio padrdo) para p, raiz quadrada da sua variancia é dado por:

EP() = |=F

Se a proporg¢do populacional p for desconhecida, utilizamos a proporg¢do amostral p para estimar a variancia
populacional.

A estimativa da variancia populacional é dada por:
V(p) =p.q

Em que § = 1 — p. E a estimativa da variancia do estimador p é:

Q>

p.

V) =—

Para o nosso exemplo, em que encontramos p = 0,2 (logo, § = 1 — p = 0,8). A estimativa da variancia da
proporcao populacional é:

Vip)=p.Gg=02%x08=0,16
E a estimativa da varidncia da proporcao amostral é:

. p.§g 02x08
V = =
®) - 10

= 0,016

Logo, a estimativa para o erro padrdo (ou desvio padrdo) da proporgdao amostral é:

EP(p) = V() = /0,016 = 0,126
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Considerando que cada elemento da populacdo segue distribuicdo de Bernoulli, entdo o nlimero de
elementos com o atributo sucesso encontrados em uma amostra de tamanho n segue uma distribuicao
binomial, com parametros n e p. Para o nosso exemplo, temos uma distribui¢gao binomial com n =10 e
proporgdo estimada p = 0,2.

Porém, também é possivel aproximar, pelo Teorema Central do Limite, a distribuicdo da proporgao amostral
a uma normal, com média E(p) = p, varidncia V(p) = % e desvio (ou erro) padrdo EP(p) = /%, quando

o tamanho da amostra n for suficientemente grande.

Assim, para calcular as probabilidades envolvendo a propor¢do amostral, utilizamos a transformacgao para a
normal padrio:

=
S| |
SRS

Por exemplo, supondo que a propor¢do de sucesso de uma populagdo sejap = 0,5 (e proporgdo de fracasso
q =1—p=0,5), vamos calcular a probabilidade de observar uma proporcdo maior que p = 0,6 em uma
amostra de tamanho n = 25:

0,6 —0,5 01 01

Z = = = —_—= 1
05x05 05 01
N - 5

Assim, a probabilidade P(p > 0,6) é aproximadamente igual a probabilidade P(Z > 1), que pode ser
calculada pela tabela da normal padrao.

Se a populacdo for finita e a amostra for extraida sem reposicdo, serd necessario aplicar o fator de corre¢do
~ .. T en e ~ N—-n
para populacao finita, multiplicando a variancia da proporgao amostral por N1

N-—n
N-—-1

pb-q
V(p) =—X
®)

E o erro (ou desvio) padrao do estimador, com a correcdo para populacdo finita, é igual a raiz quadrada:

EP(p) =
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PRATICAR!

(CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situacdo do CNPJ das empresas de determinado municipio, as
: empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com CNPJ irregular
: foram representadas por 0.

 Considerando que aamostra {0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1, 1, 1, 1} foi extraida para realizar um
: teste de hipoteses, julgue o item subsequente.
A estimativa pontual da proporc¢do de empresas da amostra com CNPJ regular é superior a 50%.
Comentarios:
O estimador da proporgdo p pode ser calculado pela soma dos valores dos elementos, dividida pelo nimero
: de elementos na amostra:

_X1 +X2 + "'+Xn

B n

0+1+1+04+0+1+0+1+0+1+1+0+0+1+1+0+1+1+1+1 12

_ D= 20 © 20
: Logo, a proporgdo € de 60%.

Gabarito: Certo

(CESPE/2019 - TJ-AM) Para estimar a propor¢do de menores infratores reincidentes em determinado
municipio, foi realizado um levantamento estatistico. Da popula¢do-alvo desse estudo, constituida por
10.050 menores infratores, foi retirada uma amostra aleatéria simples sem reposi¢cdo, composta por 201
individuos. Nessa amostra foram encontrados 67 reincidentes. Com relagdo a essa situagao hipotética, julgue
0 seguinte item. :

A estimativa do erro padrdo da propor¢do amostral foi inferior a 0,04.
Comentarios:
O erro padrao da proporgao é dada pela relagdo:

” pxq
EP() = |——

A guestdo nos diz que a amostra é composta por 201 individuos, sendo 67 deles reincidentes. Assim, temos
67 1 2 .
n=201ep= o1 7 Logo,g=1—p= 3 Logo, o erro padrao é:

1_2

: 3%X3 1 2 1 1 :

: = ==X |—==-Xx-—=0,033 :

201 3 2010 3 10

: Gabarito: Certo. :
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oo
'4 RESUMINDO

X14+Xp++Xp

Estimador para a média: X = -

veo
n

Esperanga: E(X) = u; Variancia: V(X) =

Xy +Xo++Xp

Estimador para a propor¢do: p = -

Esperanca: E(p) = p; Variancia: V(p) = %

Distribuicao Amostral da Variancia

Quando a variancia da populacdo é desconhecida, precisamos estima-la a partir da amostra, assim como
fizemos com a média e a proporgao.

O estimador da variancia que utilizamos para uma amostra de tamanho n é:

G2 = L&D
n-1

Utilizamos esse estimador, com a divisdo por n — 1, porque a sua esperanga é igual a variancia populacional,
como veremos posteriormente, o que nao ocorre com o estimador com a divisdo por n.

&

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que a variancia da altura de determinado grupo de adultos seja desconhecida,
assim como a sua média. Para estimar esses parametros, obtemos a seguinte amostra de

5 pessoas:

{1,65; 1,75; 1,8; 1,85; 1,95}

Primeiro, precisamos calcular a média da amostra:

= ¥ X; 1,65+1,75+1,8+1,85+1,95 9
X = TL = = = E = 1,8

proc 80 entoe
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Agora, calculamos o estimador da varidncia, somando os desvios em relacdo a média,
elevados ao quadrado, e dividindo o somatério porn — 1:

2 _ Y(X;—X)?

S
n-1

§2 = (1,65-1,8)2+(1,75-1,8)2+(1,8-1,8)2+(1,85-1,8)%+(1,95-1,8)2
- 4

§2 = (-0,15)24(=0,05)2+(0)%+4(0,05)%+(0,15)>2
4

2 — 0,0225+0,0025+0,0025+0,0225 _ 0,05

— = 10,0125
4 4

Uma maneira alternativa de calcular a variancia populacional é:
0% = E(X?) — [E(X)]?

Para a variancia amostral, também podemos utilizar uma féormula similar a essa, mas com
as devidas adaptag¢des. No lugar de E(X), utilizamos a média amostral X; e, no lugar de
E(X?), utilizamos X2, que é a média dos valores elevados ao quadrado:

Xz = 2%
n

Para o exemplo anterior, teriamos:

—_ 2 2 2 2 2
77 = (1,65)2+(1,75) +(1,§) +(1,85)2+(1,95) _ 16:5 = 3,25

Por fim, fazemos um ajuste. Para calcular a varidancia populacional, dividimos por n e para
a variancia amostral, dividimos porn — 1.

. T n oA .
Logo, precisamos multiplicar o resultado por — para obter a variancia amostral:
2 = [x2 — (X0)2] x
s?=[X2 - (X)? —

Para o nosso exemplo, em que X2 = 3,25, X = 1,8 e n = 5, a variancia amostral pode ser
calculada como:

__0,01x5

s = [3,25 — (1,8)%] x Z = [3,25 — 3,24] x Z =0,0125
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Para a variancia amostral, a sua esperanga é igual a variancia populacional, analogamente ao que ocorreu
com os demais estimadores. A sua variancia e erro padrao sao dados por:

E(s?) = o?

2. 4
Vst =20

EP(s?) = /ﬁ a?

Se a variancia populacional o2 for desconhecida, utilizamos, no lugar de o2, a prépria estimativa s? para
estimar a média E(s?), a variancia V(s?) e o erro padrdo EP(s?).

Para o nosso exemplo, em que calculamos s? = 0,0125, para a amostra com n = 5 observacdes, o erro
padrdo de s? pode ser estimado como:

2
EP(s?) = 7 x 0,0125 = 0,009

n—-1

Se a populac¢do seguir uma distribuicio normal, ent3o o estimador s2, multiplicado pelo fator 2 segue

uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade:
n—1
xia = ()

Em outras palavras, o estimador s? é uma varidvel com distribuicdo qui-quadrado, com n — 1 graus de
2

. T g

liberdade, multiplicada por —

2 a? 2
= (n—l)'xn_l

Vamos supor que, para uma populacdo normal, a variancia populacional seja 62 = 1, e que vamos extrair
amostras de tamanho n = 5. Nesse caso, a variancia amostral s tera a seguinte distribui¢do:

Ou seja, a variancia amostral seguird uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 = 4 graus de liberdade,
dividida por 4.

A seguir, consta a tabela da distribuicdo qui-quadrado com 4 graus de liberdade, que apresenta os valores
de probabilidade P(X? < x) e os respectivos valores de x. Como a varidncia amostral segue essa
distribuicdo, dividida por 4, criamos uma terceira coluna, dividindo os valores de x por 4.
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P(Xi <x) 0,005 | 0,01 /0,025| 005 | 01 | 025 | 05 | 0,75 | 0,9 | 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995
0,21 | 030 | 0,48 | 0,71 | 1,06 | 1,92 | 3,36 | 539 | 7,78 | 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86
0,05 | 007 | 0,12 | 0,18 | 0,27 | 0,48 | 0,84 | 1,35 | 1,94 | 2,37 | 2,79 | 3,32 | 3,72

Por exemplo, a probabilidade de a variancia amostral observada ser inferior a 0,48 é:

(]

P(s? < 0,48) = 0,25

Vamos com

9, TUDO!

Q -

A partir desse resultado, podemos calcular a esperanca e a variancia do estimador. A
esperancga é dada por:

s? = (na—_zl).x,f_l
b= £[(22) . - (22

Considerando que a média de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade é
igual a k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

E[X:,]=k=n-1

Substituindo no resultado anterior, temos:

n-1

2 o? 2
E[s*] = (—).(n—l) =0
Esse é o resultado que vimos no inicio da se¢do. A variancia do estimador é:

2\ 2 4

11 = v [(2) 0] = (2 vExi = () v

Considerando que a variancia de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade
é igual a 2k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

VX2 ,1=2k=2.(n—1)

Substituindo no resultado anterior, temos:

21 — (o _ 1) = 29
V[s?] = ((n_l)z).z. (n—-1) = —
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Vale acrescentar que uma populacdo normal depende dos dois parametros, variancia e média, os quais sao
independentes. Consequentemente, os estimadores correspondentes também serdo independentes.

HORA DI

PRATICAR!

(FGV/2016 — IBGE) Suponha que uma amostra de tamanho n = 5 é extraida de uma populagdo normal, com
: média desconhecida, obtendo as seguintes observacdes: :

X1=3,X2=5,X3=6,X4=9e X5=12
Sdo dados ainda os seguintes valores, retirados da tabela da distribuicdo qui-quadrado:
L+ P(x2<5)=0,713
L+ P(x2<12,5)=0,986
'+ P(x2>5)=0,854
L. P(2 >12,5)=0,971

: Se a populagdo tem variancia verdadeira 62 = 4, em nova amostra (n = 5), a probabilidade de se observar
: uma variancia amostral maior do que a anterior é de:

a) 0,014
: b) 0,029
c) 0,146
 d) 0,287
e) 0,713
Comentarios:
Para resolver essa questdo, vamos primeiro calcular a varidncia amostral obtida nessa primeira amostra:
2 TX—-X)?
n-—1
Para isso, precisamos da média amostral:

_ 3+5+6+9+12 35

: Agora, podemos calcular a variancia dessa primeira amostra:

B=722+G-72+6-7)2+0O-7%*+{12-7)>

st = 2
2 (D’ +(=2*+ (D’ +(@*+(5)° _16+4+1+4+25 50 _ 125
! 4 4 4 ’
a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - proc 84 entoe
, www.estrategiaconcursos.com.br 135
https://t.me/kakashi_copiador




Alexandre Vastella, Equipe Exatas Estratégia Concursos, Moni
Aula 02 - Equipe Exatas

Para calcular a probabilidade de a varidncia amostral ser s2 > 12,5, consideramos que esse estimador segue

: 2
: uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade, multiplicada por ( Z ):

n-1

0.2
s? = <n — 1).)(,%_1

Sabendo que a variancia populacional é 62 = 4 e que o tamanho da amostra é n = 5, ent3o:

4
s?= (—5 — 1).)(52_1 = X2
Portanto, a varidncia amostral segue a mesma distribuicdo de X(Z. A probabilidade de s? > 12,5 é, portanto:

P(s? > 12,5) = P(X2 > 12,5)

O enunciado informa que P(X}? < 12,5) = 0,986. A probabilidade P(X}? > 12,5) é complementar:

P(JC42 >12,5)=1-— P(Xf <12,5)=1-0,986 =0,014
Gabarito: A

Distribuicdes para Amostragem Estratificada

Para uma amostragem estratificada, com k estratos, a média amostral sera calculada como:

Nessa expressao, N; é o tamanho de cada estrato; N é o tamanho total da populagao; e x;, a média
amostral observada para cada estrato. Ou seja, calculamos a média X, para cada estrato i, multiplicamos
pelo tamanho do estrato N; e dividimos pelo tamanho total N.

Para ilustrar, vamos supor uma populacdo dividida em 3 estratos, com os seguintes tamanhos N; e os
seguintes valores de média amostral X, para cada estrato i:

Estrato N; ni X,
1 50
2 30
3 20

A média amostral para toda a populacdo corresponde as médias amostrais dos estratos, ponderadas pelos
respectivos tamanhos dos estratos:

50x2+30x3+20x4 100+90+80

X = = 2,7
50+ 30+ 20 100
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A razao entre o tamanho do estrato N; e o tamanho total da populagao N pode ser chamada de peso do
estrato (W;). Nessa situagao, para calcular a média amostral, basta multiplicar a média de cada estrato pelo
respectivo peso e somar todos os resultados:

Pelas propriedades da variancia, temos:
k
> AR
VD) = Z (%) v
1=

Em que a varidncia da média amostral de cada estrato V/(x,) é calculada pela razdo entre a varidncia
populacional do estrato e o tamanho da amostra do estrato:

V(X;)

V(x) =

i

*
Em uma amostragem proporcional, o tamanho amostral do estrato n; pode ser calculado

pela razao entre o tamanho do estrato populacional e o tamanho total da populagao,
multiplicada pelo tamanho total da amostra:

Vamos supor as seguintes variancias para os estratos da populacdo, que vimos anteriormente:

Estrato Ni ni V(X))
1 50 5 4
2 30 3 2
3 20 2 1
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As variancias das médias amostrais dos estratos sao dadas por:

IR AN

V(x = =-=0,8
D=t
V(x) 2

V(x— = =—-—=0,67
D=2
V(X 1

v = 205

ns

E a variancia da média amostral global é dada por:

v =3 (Y v = (2 e + (2) ve + (%) v

i=1

2 2 2

50 30
= X X = X X X =
V(X) = (100) x 0,8+ (100) 0,67 + (100) 0,5=025%x08+0,09x%x0,67+ 0,04 x0,5=0,28

™ -

SE LIGA!

A variancia da média de uma amostra estratificada proporcional € menor ou igual do que
a variancia da média de uma amostra aleatdria simples (AAS). Afinal, a amostragem
estratificada proporcional é mais precisa do que a AAS?.

L A varidncia da média de uma AAS é a razdo entre a variancia da populagdo como um todo e o tamanho da amostra; e a variancia
de toda a populagdo é maior (ou igual) as varidncias dos estratos ponderadas pelos respectivos tamanhos:

V(Faas) = X V() = x Z VXD

A expressdo a direita corresponde justamente a variancia da média amostral global em uma amostragem estratificada

\2 .
proporcional. Sabendo que V (Xg,) = Y, (%) V(x,), queV(x) = Y o que, na alocagdo proporcional, n; = ‘.n, entdo:
k k
_ 2y (X)) V(X) N _ SN VX))
v =3 () =2 () e = 2w
i=1 i=1 i=1
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Sendo a variancia populacional de cada estrato desconhecida, precisamos estima-la a partir da variancia
2 A . . v 2 — 2 .
amostral de cada estrato sg, . Substituindo, na formula acima, V(X) por s e V(x,) por S%,, temos:

Em que a estimativa da variancia da média amostral para cada estrato S,%i, considerando uma amostra de

tamanho n; para esse estrato, com a corre¢ao para populagao finita, é dada por:

sz = S (Mom)
i n; Ni -1

Vamos supor que as estimativas da variancia para cada estrato sejam:

Estrato Ni ni Sz,
1 50 5 2
2 30 3 1,5
3 20 2 1

Assim, as variancias das médias amostrais para cada estrato, com o fator de correcao, sdo:

) _2(50_5)~0367
1 7 5\50-1/) " "

) —1'5(30_3)~0466
%3 (30-1)" "

) _1(20—2)~0474
%% =7\20-1) ="

E a variancia da média amostral global é dada por:

2 2 2

2—(5()) x0367+(30) x0466+<20) x 0,474
% = \100 ’ 100 ’ 100 ’

sZ=10,25x% 0,367 + 0,09 x 0,466 + 0,04 x 0,474 = 0,092 + 0,042 + 0,019 = 0,153

I
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PRATICAR!

(CESPE/2018 STM) Um estudo acerca do tempo (x, em anos) de guarda de autos findos em determinada :
: secdo judiciaria considerou uma amostragem aleatdria estratificada. A populagdo consiste de uma listagem
de autos findos, que foi segmentada em quatro estratos, segundo a classe de cada processo (as classes foram
: estabelecidas por resolugdo de autoridade judiciaria.) :

: A tabela a seguir mostra os tamanhos populacionais (N) e amostrais (n), a média amostral (X) e a varidncia :
: amostral dos tempos (s2) correspondentes a cada estrato. :

Tamanhos Populacionais (N) | Tamanhos Amostra (n) .

30.000 20 3

B 40.000 400 15 16
Cc 50.000 500 10 S5
D 80.000 800 5 8
Total 200.000 2.000 - -

Considerando que o objetivo do estudo seja estimar o tempo médio populacional (em anos) de guarda dos
: autos findos, julgue os itens a seguir. :

(CESPE/2018 — STM) A estimativa do tempo médio populacional da guarda dos autos findos é maior ou |gual
i al2anos.

: Comentarios:

: Em uma amostra aleatdria por estratificacdo, a média amostral é dada por:

Em que k é a quantidade de estratos; N; o tamanho de cada estrato; e X, a média de cada estrato.

Pelos dados de N e x fornecidos na tabela, temos:

Ny X X5 + Ng X X5 + N X %z + Np X Xp
N

X =

7 30000 x 20 + 40000 x 15 + 50000 x 10 + 80000 x 5
N 200000

_  60+60+ 50+ 40

Gabarito: Errado.
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(CESPE/2018 — STM) Combinando-se todos os estratos envolvidos, a estimativa da variancia do tempo médio
amostral da guarda dos autos findos é inferior a 0,005 ano?.

Comentarios:

Em uma amostragem estratificada, a estimativa da variancia da média amostral é dada por:
k
2
N (MY
Sz = N S%;
i=1
i (Ni—1n

2
Sx
Em que s2 = — (= ). Pelos valores apresentados na tabela, temos:
i oy \N;-1

) 3 (30000 — 300

2 = 0,0099
%4 =300\ 30000 — 1 )

, 16 (40000 - 400) 00306
5% = 200\ 20000—1 /)

, 5 (50000 — 500> 00099
%% T 500\ 50000—1 /)

, 8 (80000 - 800) 00099
5% T goo\ 80000—1 /)

: Além disso, temos que:

(NA)Z B ( 30000 )2 00225
N/ ~ \200000/ ~—

Ng\* /40000 \?
(%) = (zo0000) =00
N 200000

(NC)Z _ ( 50000 )2 — 0.0625
N/ ~\200000/ ~

Np\2 780000 \?
()~ (S =0
N 200000

Portanto:

KN

L N 2
st=) () xs
h=1
sz = (0,0225- 0,0099 + 0,04 - 0,0396 + 0,0625 - 0,0099 + 0,16 - 0,0099)
sZ =(0,0225 + 0,0625 + 0,16) - 0,0099 + 0,04 - 0,0396 = 0,0041.
Gabarito: Certo.
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Distribuicao Binomial

1. (CESGRANRIO/2022 - Eletronuclear) Em uma fabrica automobilistica, foi notado que os airbags de um
certo lote ndo estavam funcionando tao bem quanto deveriam. Calcula-se que a probabilidade de um airbag
desse lote nao inflar era de 40%, valor muito acima do limite aceitavel. Apds o descarte de todo o lote,
comegou-se a fazer testes de colisdao com airbags do lote seguinte. Supondo-se que os airbags do novo lote
possuam a mesma probabilidade de nao inflar que os do lote descartado e que, em cada colisdao, apenas um
airbag é testado, qual a probabilidade de 2 airbags nao inflarem nas 5 primeiras colisdes?

a) 12,96%
b) 20,16%
c) 31,25%
d) 32,75%
e) 34,56%
Comentarios:
Precisamos calcular a probabilidade de 2 airbags ndo inflarem, dentre n = 5, sabendo que a probabilidade de
um airbag ndo inflar (sucesso) é p =40% = 0,4, logo a probabilidade de um airbag inflar (fracasso) é
complementarqg =1 —p = 0,6:
P(X =k) = Cpy x p* x g™k
P(X=2)=Cs5,%0,4*% 0,6
A combinacdo Cs , é:

5! 5x4x3!

" (G-2)0x2 3Ix2 =10

Cs2

Assim, a probabilidade desejada é:
P(X=2)=10x%x0,16 X 0,216 = 0,3456 = 34,56%

Gabarito: E
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2. (CESGRANRIO/2021 - CEF - Adaptada) Por estudos estatisticos, estima-se que um cliente de um certo
banco tem 75% de probabilidade de ir para atendimento de caixa eletrénico, e 25% de ir para um atendimento
personalizado.

Em uma amostra de quatro clientes entrando no banco, qual é a probabilidade de que, no minimo, a maioria
deles se dirija ao atendimento personalizado?

a)1/64

b) 5/256
c)3/64

d) 13/256

e) 27/64
Comentarios:

Precisamos calcular a probabilidade de que, dentre os 4 clientes, ao menos 3 se dirijam ao atendimento
personalizado, o que corresponde a soma:

P(X>3)=P(X=3)+P(X =4)

Essas probabilidades sao dadas pela distribuicdo binomial, considerando que o tamanho da amostra é n = 4,
que a probabilidade de um cliente se dirigir ao atendimento personalizado é p = 25% = %e que a probabilidade

. ~ I . . 3
de um cliente ndo se dirigir a esse atendimento é g = 75% = "

P(X =k) =Cpp xp*xq™*

13 /3\! 3 12
P =9=cx(3) x(3) =txm=%
PX=4)=C x(1)4x(3)0—1x1—1
O L R V] 4) 44 44
E asomaé:
P(X>3)_12+1_13
=TT 44 44 256
Gabarito: D

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - Geoprocess 92 1 e An:

www.estrategiaconcursos.com.br 135

o https://t.me/kakashi_copiador —



Alexandre Vastella, Equipe Exatas Estratégia Concursos, Moni
Aula 02 - Equipe Exatas

3. (CESGRANRIO/2018 - Liquigas) Sabe-se por estudos estatisticos que a eficiéncia de uma certa vacina
para uma dada doenca é de 80%.

Vacinando-se trés individuos, qual a probabilidade de que apenas um deles nao fique imunizado a doenga?
a)12,8%

b) 16%

c) 32%

d) 36%

e) 38,4%

Comentarios:

O enunciado informa que a probabilidade de um individuo ser imunizado apds tomar determinada vacina é p =
80%.

Sabendo que ha apenas 2 possibilidades para cada individuo (ser imunizado ou nao), e que serao vacinados n =
3 individuos, entdo temos uma distribuigdo binomial comn=3 e p=80%=0,8 (logo,q=1-p=1-0,8=0,2).

Assim, a probabilidade de ter 1 individuo ndo imunizado, consequentemente, 2 individuos imunizados é:
P(X =k) =Cpp X p*xq™*
P(X =2) = (3, %0,8%x0,2*

A combinacdo C3 , é:

3! 3 x2!

e CPE IV i TRvE TRl

Assim, a probabilidade desejada é:
P(X=2)=3%0,64x%x0,2=0,384 =38,4%

Gabarito: E
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4. (CESGRANRIO/2016 — IBGE) Uma pesquisa esta interessada em estudar os eleitores de determinado
candidato. Sabe-se que 50% da populagao alegam votar no candidato em questao.

Se 6 pessoas forem abordadas aleatoriamente, a probabilidade de que exatamente 3 pessoas sejam eleitoras
do candidato em questdo é aproximadamente

a)51%
b) 50%
c)31%
d) 21%
e) 11%
Comentarios:

O enunciado informa que 50% das pessoas alegam votar em determinado candidato e que serdo abordadas 6
pessoas.

Considerando que hd somente 2 respostas possiveis (votar ou ndo no candidato) para cada pessoa (ou seja, cada
pessoa corresponde a um ensaio de Bernoulli) e que serdo abordadas n = 6 pessoas, entdo temos uma
distribuicdo binomial comn=6e p=50%=0,5 (logo,q=1-p=1-0,5=0,5).
Assim, a probabilidade de encontrar exatamente k = 3 pessoas que votam no candidato é:
P(X =k) =Cpp xp*xq"*
P(X = 3) = C6,3 X 0, 53 X 0,56_3
A combinacdo Cg 3 €é:

6! 6XxX5Xx4x3 6XxX5x4

= = = = X =
(6 —3)!'x3! 3! x 3! 3x2x1 x4 =20

C6, 3

Assim, a probabilidade desejada é:
P(X=3)=20x%0,53%x0,5%=20x0,125x 0,125 = 0,3125 = 31%

Gabarito: C
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5. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) 10% dos parafusos produzidos por uma maquina sdo defeituosos. A
probabilidade de que, entre 4 parafusos, pelo menos 3 nao sejam defeituosos é de
a) 29,16%
b) 65,61%
c) 94,77%
d) 98,37%
e) 99,99%
Comentarios:
O enunciado informa que 10% dos parafusos sdao defeituosos e que serdo analisados 4 parafusos. Considerando
que hd somente 2 resultados possiveis (defeituoso ou nao) para cada parafuso (ou seja, cada parafuso
corresponde a um ensaio de Bernoulli) e que serdao analisados n = 4 parafusos, entdao temos uma distribuicao
binomialcomn=4ep=10%=0,1(logo,q=1-p=1-0,1=0,9).
A probabilidade P(X = k) para a distribui¢gao binomial é calculada como:

P(X =k) = Cpp x pF x g™ ¥

O enunciado deseja a probabilidade de encontrar pelo menos 3 ndo sejam defeituosos, ou seja, no maximo 1
defeituoso, isto é, 0 ou 1 parafuso defeituoso, dentre 4.

A probabilidade de ndao encontrar parafuso defeituoso algum é:
P(X=0)=0C,0%x0,1°%0,9* =1x1x0,6561 = 0,6561

A probabilidade de encontrar 1 parafuso defeituoso é:
P(X=1)=0C,;x0,1*x0,9®=4x0,1x%x0,729 = 0,2916

Sabendo que buscamos a probabilidade de encontrar 0 OU 1 parafuso defeituoso, temos a unido de eventos
excludentes, dada pela soma das probabilidades:

PX<1)=PX=0)+PX=1)=0,6561+0,2916 = 0,9477 = 94,77%

Gabarito: C
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6. (CESGRANRIO/2011 - Petrobras) Uma carta tem 2/3 de chances de chegar ao destino correto. Se seis
cartas sao enviadas de forma independente, a probabilidade de que pelo menos duas cheguem a o destino
correto é

a) 4/9

b) 68/81

c) 113/162

d) 230/243

e) 716/729

Comentarios:

O enunciado informa a probabilidade de uma carta chegar ao destino correto é de 2/3 e que serdo enviadas 6
cartas.

Considerando que ha apenas 2 resultados possiveis para cada carta (chegar ou ndo ao destino correto), ou seja,
cada carta representa um ensaio de Bernoulli, e que serdo enviadas n = 6 cartas, entdo temos uma distribuicao
binomial com n =6 e p =2/3. Logo, a probabilidade de a carta ndo chegar no destino correto é:

A probabilidade P(X = k) para a distribuicdao binomial é calculada como:
P(X =k) =Cpp X p*xq™*

O enunciado deseja a probabilidade de encontrar pelo menos 2 que cheguem ao destino correto, dentre as 6
cartas enviadas. Podemos calcular essa probabilidade como o complementar da probabilidade de chegar menos
de 2 cartas ao destino correto:

P(X=>2)=1-P(X <2)
Menos de 2 cartas corresponde a 0 ou 1 carta.

A probabilidade de ndo chegar carta alguma ao destino correto é:
P =0) = Coox () x () = 1x 1% = o
=0) = X|=|] X{=])] =1X1Xx=—==
60 7 \3 3 36 729

A probabilidade de chegar 1 carta ao destino correto é:
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1 1 5

2 2 1 12 12
P(X=1)=C6,1><(—) x(—) =X gXgg =g

3 3 35 36 729

A probabilidade de chegar 0 OU 1 carta ao destino correto corresponde a unido de eventos excludentes, que é
dada pela soma das probabilidades:

12 13

PA<D=PEA=0+PX=1)=c0ts=00

Portanto, a probabilidade de chegar pelo menos 2 cartas ao destino correto é complementar:

729 13 716

13
>2)=1- =1-= = N N
PXz2)=1-PX<2)=1 729 729 729 729

Gabarito: E

7. (CESGRANRIO/2009 — BNDES) Em um dado com seis faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de que
cada um dos resultados ocorra é a mesma. Esse dado sera langcado até que se obtenha o resultado 6. A
probabilidade de que isso aconte¢a em, no maximo, 2 langamentos é

a) 1/36

b) 5/36

c) 6/36

d) 7/36

e) 11/36
Comentarios:

O dado sera lancado até que seja obtida a face 6 (que podemos chamar de sucesso). Sabendo que a
probabilidade de obter a face 6 é p = 1/6, temos uma distribuicdo geométrica com parametro p = 1/6. E a
probabilidade de ndo obter a face 6 (fracasso) é:

1
q p 6

5
6

(o)} o)
N =

A probabilidade de ter que langar o dado no maximo 2 vezes é a probabilidade de obter sucesso na 12 ou na 22
tentativa.

A probabilidade de obter sucesso na 12 tentativa é:
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1
PX=D=p=_
6
E a probabilidade de obter sucesso na 22 tentativa corresponde a probabilidade de obter fracasso na 12 tentativa
€ sucesso na 22:

1 5
X—=—
6

PX=2)=qxp= 36

o vt

Entdo, a probabilidade de ter que langar o dado no maximo 2 vezes, isto é, 1 OU 2 vezes, corresponde a unido
desses eventos mutuamente excludentes, dada pela soma das probabilidades:

1 5 6 5 11
P(XSZ)=P(X=1)+P(X=2)=g+%=%+%=%

Gabarito: E

8. (CESGRANRIO/2008 — Petrobras) Um estudante marca, ao acaso, as respostas de um teste de 10
questoes de multipla escolha, com 4 alternativas por questdo. O niumero mais provavel de acertos é

a)1,5
b) 2,0
c) 2,5
d) 3,0
e) 3,5
Comentarios:

O enunciado informa que serdo marcadas ao acaso 10 questdes com 4 alternativas cada e pergunta pelo nimero
mais provavel de acertos, isto é, pela moda da distribuicao.

Dentre alternativas, apenas duas sdo resultados possiveis para o numero de acertos, quais sejam, 2 e 3, pois as
demais ndo sdo numeros inteiros (e ndo ha como acertar meia questao). Entdo, podemos resolver a questao,
calculando as probabilidades P(X = 2) e P(X = 3), para saber qual valor é mais provavel.

Os parametros da distribuicdo sdo n = 10 e a p = probabilidade de acertar uma questdo. Sabendo que ha 4
alternativas, a probabilidade de acertar uma questdo ao acaso é:
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p:

Alternativamente, podemos perceber que a probabilidade p é menor que 0,5, logo, temos uma distribui¢ao
assimétrica positiva, conforme ilustrado a seguir:

Nesse tipo de distribuicdo, temos Moda < Média. A média da distribuicdo é:

1
E(X)=n><p=10xz=2,5

Logo, a moda sera necessariamente menor que a média, isto é, Moda = 2.

Gabarito: B
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Distribuicao Normal

1. (CESGRANRIO/2023 - BB) A distribuicdo das alturas dos atletas de volei de uma determinada sele¢do
é normal. Sabe-se que 5% dos atletas tém altura superior a 200 cm, e 2,5% tém altura inferior a 192,8 cm.
Considere que:

e Avariavel Z tem distribuigdo normal padrdo (Z~N(0,1));

e Prob(Z >1,64) =5%;e

e Prob(Z >1,96) =2,5%.

O desvio padrao, em centimetros, dessa distribuicao é de, aproximadamente

a)2

Comentarios:

Precisamos calcular os parametros dessa distribui¢do, considerando que 5% da distribui¢do é superior a 200 e
2,5% é inferior a 192,8, conforme ilustrado a seguir:

2,5% 5%

Y M

192,8 u 200

O enunciado informa que P(Z > 1,64) = 5%, logo, z = 1,64 estd associado a x = 200. Assim, a transformacao para
a normal padrdo para esse valor é:
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200 —
o

1,64 =

1,64.0 = 200 — u
Como precisamos do desvio padrdo, vamos isolar u:
u=200-1,64.0
O enunciado também informa que P(Z > 1,96) = 2,5%. Pela simetria da normal padrdo, temos:
P(Z < —-1,96) = 2,5%
Logo, z =-1,96 estd associado a x = 192,8. Assim, a transformac¢do para a normal padrao para esse valor é:

192,8 —
~1,96 = ——_F

—1,96.0 =192,8 — u
u=192,8+196.0
Igualando ambas as expressdes, temos:
200 —1,64.0 = 192,8+ 1,96.0

200—-192,8 =1,96.0 + 1,64.0

7,2 =3,6.0
7,2 )
O' = =
3,6
Gabarito: A
2. (CESGRANRIO/2016 - IBGE) O tempo de atendimento (em minutos) para chamadas de emergéncia do

SAMU no Rio de Janeiro segue uma distribuicao normal com média 12 e variancia 25.

Qual a probabilidade de que o tempo de atendimento para uma dada chamada exceda a 20 minutos?
a) 1,79%

b) 2,87%
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c) 5,48%

d) 25,50%

e) 37,45%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na prova.

Comentarios:

O enunciado informa que a variavel segue distribui¢io normal com média u = 12 e variancia 6 = 25. O desvio
padrdo é, entdo:

g=+02=V25=5

Portanto, para calcular a probabilidade de uma chamada exceder x = 20 minutos, usamos a seguinte
transformacdo para a curva normal padrdo:

_x—,u_20—12_8_16
YT T 5 "5 v

Pela tabela normal padrao, observamos que P(0 < Z < 1,6) = 0,4452, como ilustrado a seguir.

P(Z > 1,6)

0,4452 X<

0 1,6

Sabendo que a drea a direita da média tem probabilidade P(Z > 0) = 0,5, entdo a probabilidade P(Z > 1,6) é:
P(Z >1,6) =0,5—0,4452 = 0,0548 = 5,48%

Gabarito: C
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3. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) Considere que, no verdo, o valor das vendas de determinada loja, nas
sextas-feiras que sejam dias Uteis, tem uma distribuicdo de probabilidades normal, com média igual a RS
10.000,00 e desvio padrdo de RS 2.000,00.

Com essa hipétese, a probabilidade de que, em uma dessas sextas-feiras uteis do verao, o valor das vendas
seja inferior a RS 8.000,00 é

a) menor que 20%

b) igual a 20%

c) maior que 20% e menor que 25%

d) igual a 25%

e) maior que 25%

Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel segue distribuigao normal com média u = 10.000 reais e desvio padrao

o = 2000 reais. Entdo, para calcular a probabilidade de o valor das vendas ser inferior a x = 8000 reais, usamos
a seguinte transformacao para a curva normal padrao:

_x—u_ 8000-10.000 —2000
=T T 2000 2000

Pela regra empirica, sabemos que:

P(-1<Z<1)=68%

Pela simetria da normal padrao, a probabilidade P(-1 < Z < 0) é a metade desse valor:

0,

68%
P(-1<Z<0)=z= = 34%
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P(Z<-1)

Y e

-1 0

Sabendo que a drea a esquerda da média tem probabilidade P(Z < 0) = 50%, entdo a probabilidade P(Z < -1) é:
P(Z <—-1)=50%—34% = 16%
Que é menor que 20%.

Gabarito: A

4. (CESGRANRIO/2012 - Innova) Suponha que o tempo de vida de baterias de celular tenha distribui¢do
normal com média de 120 minutos e variancia de 100 minutos. Qual é a probabilidade aproximada de uma
bateria durar menos que 100 minutos?

a) 0,15%

b) 2,5%

c) 5%

d) 10%

e) 16%
Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel segue distribuicio normal com média u = 120 e variancia 6 = 100. Logo,
o desvio padrdo, raiz quadrada da variancia é:

o =+0%2=+v100 =10

Entdo, para calcular a probabilidade de a bateria durar menos de x = 100 minutos, usamos a seguinte
transformacdo para a curva normal padrao:
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_x—p_100-120 20 _
57 T 10 " 10

Pela regra empirica, sabemos que:

P(-2<7Z<2)=95%

95%

= N

Entdo, a probabilidade associada aos valores externos ao intervalo (-2; 2) é:
100% - 95% = 5%

Pela simetria da normal padrdo, a probabilidade P(Z < -2) é a metade desse valor:

215(y0
3/ 95%
Z=-2 Z=2
5%
P(Z<-2)= TO = 2,5%

Que é a probabilidade de a bateria durar menos de 100 minutos.

Gabarito: B

5. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) Os salarios de técnicos de uma empresa se distribuem normalmente
com média de RS 3.200,00 e desvio padrdo de RS 800,00.

Selecionando-se aleatoriamente dois saldrios de técnicos dessa empresa, qual a probabilidade de pelo menos
um deles ser superior a RS 3.880,00?
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a) 72,25%

b) 15,86%

c)3,91%

d) 19,77%

e) 35,63%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na prova.

Comentarios:

A probabilidade de pelo menos um, dentre os dois salarios selecionados aleatoriamente, ser superior a RS 3.880,
pode ser calculada pelo complementar da probabilidade de ambos os saldrios serem inferiores a esse valor:

P(pelo menos um superior) = 1- P(ambos inferiores)

Para calcular a probabilidade de ambos os saldrios serem inferiores a tal valor, precisamos primeiro calcular a
probabilidade de um salario ser inferior. Para isso, o enunciado informa que os salarios seguem distribuicdo
normal com média u = 3.200 e desvio padrao ¢ = 800. Portanto, para calcular a probabilidade de um salario
ser inferior a x = 3.880 minutos, usamos a seguinte transformacdo para a curva normal padrao:

_x—u 3880 —3200 680
=7 T 800 800

= 0,85

Pela tabela normal, observamos que P(0 < Z < 0,85) = 0,30234, como ilustrado a seguir.

05 0,30234\

0

0,85
Sabendo que a area a esquerda da média tem probabilidade P(Z < 0) = 0,5, entdo a probabilidade P(Z < 0,85) é:

P(Z <0,85) =0,5+0,30234 = 0,80234
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Entdo, a probabilidade de os dois salarios selecionados aleatoriamente serem inferiores ao valor (intersecdo dos
eventos) é o produto das probabilidades:

P(ambos inferiores) = 0,80234 x 0,80234 = 0,6437
E a probabilidade de ter pelo menos um saldrio superior ao citado valor é o complementar:
P(pelo menos um superior) =1 — 0,6437 = 0,3563 = 35,63%

Gabarito: E

6. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) O peso de lotes produzidos por uma certa industria segue uma

distribuicao normal, com média de 10 kg e desvio padrao de 0,2 kg.

Em um lote dessa industria, selecionado aleatoriamente, qual a probabilidade de o peso do lote nao se afastar

por mais de 1% do peso médio?

a) 50%

b) 38,30%

c) 17,42%

d) 7,96%

e) 0%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na prova.
Comentarios:

O enunciado pede a probabilidade de o peso de um lote selecionado aleatoriamente nao se afaste da média em
mais de 1% = 0,01. Sabendo que a média é de 10kg, a distancia maxima desejada é:

10 x 0,01 =0,1
Entdo, buscamos a probabilidade de o lote estar no intervalo:
P99 <X <10,1)

Sabendo que a média é u = 10 e desvio padrao o = 0,2, calculamos a probabilidade de o lote ser superior x =
10,1, pela seguinte transformacdo para a curva normal padrio:
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E a transformacgdo parax=9,9 é:

x—p 99-10 -01 05
¢ 02 02 "

VA

Logo, a probabilidade buscada é igual a:
P(99<X<101)=P(-05<Z<05) =P(-05<Z<0)+P(0<Z<0,5)

P(-0,5<Z<0) | P(-0<Z<0,5)

A N

—-0,5 0 0,5

Pela tabela normal, observamos que P(0 < Z < 0,5) = 0,19146. Pela simetria, temos:

P(0<Z2<0,5)=P(-0,5<7Z<0)=0,19146

Logo:
P(-0,5<Z<0,5) =0,19146 + 0,19146 = 0,38292 = 38,3%
Gabarito: B
7. (CESGRANRIO/2010 - IBGE) Suponha que as notas dos candidatos de um concurso publico, em uma

certa prova, sigam distribuicdo normal com média 7 e desvio padrdo 1. A relagdo candidato/vaga é de 40 para
1. A nota minima necessaria para aprova¢ao nessa prova é

a) 8,65
b) 8,96

c) 9,37
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d) 9,58

e) 9,75

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questoes, fornecida na prova.
Comentarios:

O enunciado informa que as notas em um concurso seguem distribuicdo normal e que a relagao candidato-vaga

é de 40 para 1. Entdo, para que o candidato passe nesse concurso, ele deverad tirar a melhor nota dentre 40
candidatos, ou seja, encaixar-se na seguinte propor¢ao de melhores notas:

1
— =2,5% = 0,025
40 o

2,5%

7

\\_

Ou seja, precisamos do valor de z tal que P(Z > z) = 0,025. Sabendo que a area a direita da média tem
probabilidade P(Z > 0) = 0,5, entdo precisamos do valor de z tal que:

P(0<Z<z)=05-0,025=0,475
Pela tabela, observamos que z = 1,96, pois P(Z < 1,96) = 0,475.

Considerando que a média das notas é u =7 e que o desvio padrao é o =1, utilizamos a seguinte
transformacdo para a normal padrao:

X —p
7z =
o
196 = —~
’ 1
x—7=196
x = 8,96

Gabarito: B
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8. (CESGRANRIO/2010 - IBGE) Seja H a variavel aleatdria que representa as alturas dos cidaddos de certo
pais. Sabe-se que H tem distribuicao normal com média 1,70 m e desvio padrao 0,04 m. A probabilidade de
que um cidadao desse pais tenha mais do que 1,75 m de altura é, aproximadamente,

a) 9,9%

b) 10,6%

c) 22,2%

d) 39,4%

e) 40,6%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢éGo de questdes, fornecida na prova.
Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel segue distribuicdo normal com média u = 1,70 e desvio padrao o = 0,04.

Entdo, para calcular a probabilidade de um cidaddo ter mais de x = 1,75 m de altura, usamos a seguinte
transformacdo para a curva normal padrao:

_x—p _175-17 0,05
o 0,04 0,04

A = 1,25

Pela tabela normal, observamos que P(0 < Z < 1,25) = 0,39435, como ilustrado a seguir.

P(Z > 1,25)

0,39435 S<

0 1,25

Sabendo que a area a direita da média tem probabilidade P(Z > 0) = 0,5, entdo a probabilidade P(Z > 1,25) é:
P(Z > 1,25) = 0,5 —-0,39435 = 0,10565 = 10,6%

Gabarito: B
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9. (CESGRANRIO/2010 — BACEN) Estima-se que os retornos de um determinado mercado tenham
distribuicido normal, com média 20% e desvio padrao 10%. A probabilidade de perdas financeiras é de,
aproximadamente,

a) 1%

b) 2,5%

c) 5%

d) 10%

e) 20%

Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel segue distribuicao normal com média u = 20% = 0,2 e desvio padrdao o =

10% = 0,1. Entdo, para calcular a probabilidade de haver perdas financeiras (retorno menor que x = 0%),
usamos a seguinte transformagao para a curva normal padrdo:

_x—,u_0—0,2_—0,2_

s 01 01 2

V4

Pela regra empirica, sabemos que:

P(-2<Z<2)=95%

95%

ALK

Entdo, a probabilidade associada aos valores externos ao intervalo (-2; 2) é:
100% - 95% = 5%

Pela simetria da normal padrao, a probabilidade P(Z < -2) é a metade desse valor:
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95%

59
P(Z < -2) = 7‘) = 2,5%

Que é a probabilidade de perdas financeiras.

Gabarito: B

10. (CESGRANRIO/2010 — Petrobras — Adaptada) A distribuigdo normal é uma das mais utilizadas para
inferéncia estatistica da probabilidade de ocorréncia de diversos fenomenos em engenharia. Nela, qualquer
iy . . . . . X- ~ .
variavel aleatéria normal X é convertida em uma varidvel normal padronizada Z, tal que Z = —", onded éo

o

desvio padrao e u é a média aritmética. Na distribuicdo normal padronizada,
a) a varidvel Z é continua e representa o nimero de desvios em relagdo a média.
b) a varidvel Z possui média ndo nula e desvio padrao igual a 1.

c) um ponto da curva da distribuicdo indica a probabilidade da variavel aleatdria assumir um valor real entre 0
el

d) valores idénticos acima e abaixo da média tém probabilidades complementares, pois a curva é simétrica.
Comentarios:

A questdo trata da distribuicdo normal padrdao Z ~ N(0,1).

. s . . . , X- . . ~

Em relacdo a alternativa A, a variavel Z é continua e representa os valores de T”, ou seja, dos desvios em relacdo
o

a média u (relativizados pelo desvio padrdo). A alternativa A esta correta.

Em relagao a alternativa B, a variavel Z possui média nula e desvio padrdo igual a 1. A alternativa B esta incorreta
pois diz que a média é ndo nula.

Em relacdo a alternativa C, um ponto qualquer da distribuicdo normal padrao indica a probabilidade de a variavel
assumir um valor na reta real (—oo, ), e ndo entre 0 e 1, logo, a alternativa C estd incorreta.
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Em relagdo a alternativa D, a curva normal padrao é simétrica em torno de 4 = 0, logo valores idénticos acima
e abaixo da média possuem as mesmas probabilidades. Por exemplo, P(Z < -1) = P(Z > 1). A alternativa D esta
incorreta.

Gabarito: A

11. (CESGRANRIO/2007 — TCE/RO) O gasto médio dos clientes de um posto de gasolina é uma variavel
aleatdria normal com média R$ 100,00 e desvio padrdo RS 25,00. Os 10% dos que mais consomem recebem
um tratamento VIP, incluindo lavagem de carroceria, calibragem nos pneus e verificagao do éleo e da agua.

Quanto vocé precisa gastar nesse posto de gasolina, em reais, para obter tratamento VIP?

a) 158,00

b) 149,00

c) 141,00

d) 132,00

e) 128,00

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na prova.
Comentarios:

O enunciado informa que o gasto dos clientes segue distribuicdo normal e que os 10% que mais consomem
recebem tratamento VIP, como ilustrado a seguir:

10%

NT |

Ou seja, para sabermos o valor do gasto necessario para obter tratamento VIP, primeiro precisamos do valor de
ztal que P(Z>z) =0,1. Sabendo que a drea a direita da média tem probabilidade P(Z>0) = 0,5, entdo precisamos
do valor de z tal que:
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P0<Z<z)=05-01=04
Pela tabela, observamos que z = 1,28, pois P(Z < 1,28) =0,39973 = 0,4.

Considerando que a média dos gastos é u = 100 e que o desvio padrdo é o = 25, utilizamos a seguinte
transformacao para a normal padrao:

X—U
Z:

o
128_x—100
=TT 25
x — 100 = 32
x =132

Gabarito: D

12. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Se uma distribui¢do segue um padrdo normal, é correto afirmar que:

a) 98% dos numeros estdo a dois desvios padrao da média.

b) 95% dos numeros estdo a 1,5 desvio padrao da média.

c) 95% dos niumeros estdo a um desvio padrdo da média.

d) 86% dos numeros estdo a um desvio padrdao da média.

e) 68% dos nimeros estdo a um desvio padrao da média.

Comentarios:

A questdo trabalha com a regra empirica da curva normal. Segundo essa regra, aproximadamente 68% dos
numeros estdo a 1 desvio padrdao da média; 95% dos numeros estdo a 2 desvios padrdo da média; e 99,7% dos

numeros estdo a 3 desvios padrdo da média.

Gabarito: E
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13. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Suponha os pesos dos pacotes de arroz normalmente distribuidos com
média 1kg e desvio padrao 20g. Escolhendo um pacote ao acaso, qual é a probabilidade de ele pesar mais de
1030g?

a) 13,4%

b) 11,6%

c) 10,0%

d) 8,4%

e) 6,7%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢éGo de questdes, fornecida na prova.
Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel segue distribuicdo normal com média u = 1kg = 1000g e desvio padrao

o = 20g. Entdo, para calcular a probabilidade de um pacote de arroz pesar mais de x = 1030g, usamos a seguinte
transformacdo para a curva normal padrao:

_x—p 1030 —1000 30

o 20 20" 1P

VA

Pela tabela normal, observamos que P(0 <Z < 1,5) = 0,43319, como ilustrado a seguir.

P(Z > 1,5)

0,43319 <

0 1,5

Sabendo que a area a direita da média tem probabilidade P(Z > 0) = 0,5, entdo a probabilidade P(Z > 1,5) é:
P(Z>15)=0,5-0,43319 = 0,06681 = 6,7%

Gabarito: E
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Distribuicdo Mormal Padrao
Z e W{0,1Y

Corpo da tabela da a probabilidade p, tal que p = P(0<Z<Z ) P

0 Z z

parte Segunda decimal de Z_ parte
imteira o inkeira o
primeira primaeira
decimal decimal

de Z, ] 1 2 a 4 5 ] 7 A 9 de Z,

p=0
0.0 000D oo3es 0oFea 01197 01585 01994 02392 D27Ta0 03l1ga 03586 0.0

0,1 03083 N43E0 04776 05172 05567 05962 G356 DG749 07142 075315 0.1
0,2 oro2e 08317 0870 05095 09483 09E71 10257 10642 11026 11408 0.2
0.3 11791 12172 12552 12830 13307 13683 14058 14431 14B03 15173 0.3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18435 18793 04
0.5 19146 19447 19647 20194 20540 20684 21226 21566 21904 22240 0.5
0.6 23575 22307 23237 213365 23891 24215 24537 24857 25175 25420 0.6
o7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0.7
0.8 2EB14 23103 29389 20673 29955 30234 30511 307E5 31057 31327 0.8

0.5 31594 31850 32121 32381 32639 32894 33147 33308 33646 33891 0.5
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35542 I5764 35993 36214 1.0
1,1 36433 36es0 35E64 ExiEc 372EB6B 37493 37698 37900 38100 3B29B 1.1

1.2 3B493 JBGER 38R Ja065 39251 39435 38617 39796 39973 40147 1.2
1,3 40320 40490 40558 40824 405968 a114% 41309 41466 41621 41774 1.3
1,4 41924 42073 42220 42384 42507 42647 42786 42922 430586 43189 1.4

1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43043 44062 44179 44295 44408 1.5
1,6 44520 44530 44738 44845 44950 45053 45154 45264 45352 45444 1.6
1.7 45543 45837 45728 45818 43907 45994 46080 46164 462456 46327 1.7

1.8 46407 46485 45562 46638 46712 46784 AGA5E 46526 46005 47062 i.8
1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 1.9
2,0 47725 47778 47831 47882 47932 47082 48030 48077 48124 4E180 2.0
2,1 48214 48257 23300 48341 48362 23422 48461 48500 43537 4B574 21
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 45778 46809 48540 48870 48859 2.2
2.3 4B02E 48356 48983 49010 48036 42061 49086 49111 49134 40158 2.3
2,4 49180 40202 459224 49245 40266 49286 49305 49324 49343 49361 2.4
2.5 49379 49396 29413 49230 49446 29461 49477 49492 49505 49520 2.5
2,6 49534 49547 43560 49573 49585 49598 496009 49621 43632 48643 2.6
2,7 49653 49664 49674 49683 49693 45702 49711 49720 43728 49736 2.7
2.8 49744 40752 49760 49767 49774 49781 40788 49745 49601 49807 2.8

2,9 49813 49819 49625 40831 49836 49841 49846 49851  49B56  40B61 2,9
3.0 45865 40860 49874 40878 40882 2 49686 49885 49893 45897 49900 3.0
31 49903 49306 49910 49913 49916 49918 498921 49924 49026 49929 31

3,2 49031 40534 49036 49038 49540 450432 49044 49546 45048 49950 3.2
3,3 49952 40553 49955 49057 49558 A5RG0 49961 495962 458964 49965 33
3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 34

3,5 49077 49978 43978 49979 49380 49981 49981 49582 45083 40983 3.5
3.6 45584 49585 45585 49086 49586 AGHRT 49587 49588 45988 495989 3.5
3,7 49939 49990 49900 49990 49991 49991 49992 40942 49992 49992 37

18 49993 49533 49903 490954 49594 45004 49954 49535 43095 499595 3.8
3,9 495995 459995 459996 45956 49596 45905 49956 49595 45997 49997 3.9
4,0 49897 49997 49997 49997 49947 A%0a7 49998 49908 AYO9E A09GE 4.0
4.5 490549 S0000 0000 S0000 50000 50000 0000 50000 50000 0000 4.5
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Soma de Variaveis e o Teorema Central do Limite

Para a proxima questao, utilize a tabela normal a seguir, constante na respectiva prova da CESGRANRIO.

Distribuicdo Nermal Padrao
£~ MN(0,1)
Corpo da tabela da a probabilidade p, tal que p = P(0<Z<Z) P

0 Z z

parte Segunda decimal de Z_ parte
inteira e intedra o
primaira primezira
decimal decimal

de Z, 0 1 Z 3 4 5 & 7 B 9 de Z,

p=0
0,0 | 00DDO 00399 00798 01197 01595 01994 02332 02790 03188 03586 | o0 |
0,1 03983 04380 0477e 05172 05567 05962 06356 DEF49 07142 07535 0.1
0,2 I 0Fa26e 08317 agros 0h095 09483 09671 10257 10642 11026 11409 I 0,2 |

0.3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0.3
0,4 I 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18062 1843% 18793 I 04 |
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5

0,6 | 23575 22007 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 | 06 |
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 o7
0.8 I 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 I 0.8 |

0,5 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 333098 33646 33891 0.9
10 I 34134 34375 34614 34850 35083 5314 35543 35769 35893 36214 I 1,0 |
1,1 36433 36650 36664 3Fo7e 37266 374893 37696 37900 38100 IB296 1,1

1,2 I 38493 3HGER 3BB7FT 38065 30251 39435 39617 30706 39973 40147 I 1.2 |
1,3 40320 40450 404558 40824 40588 41149 41308 41466 41621 41774 1,3
1,4 | 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43180 | 14 |

1,5 43319 43448 43574 43693 438322 43943 44063 44179 44295 44408 1.5
1,6 I 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 I 1,6 |
1.7 45543 45637 45728 45B1E 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1.7

1,8 | 45407 46485 46562 46638 46712 46784 46BSE 46926 460995 47062 | 1B |
1,9 | 47128 47193 47257 47320 473B1 47481 47500 47558 47615 47670 1,9
2,0 | 47725 A7TTB 47E31 47882 47932 47982 AB030 48077 48124 48169 | 2.0 |
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 A3423 48461 48500 48537 ABGT4 21
2,2 | 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840  4BE70 48899 | 22 |
2,3 AED2E ABI56 48983 48010 49036 43061 AD0EE 49111 49134 49158 23
2,4 | 49180 49202 49224 49245 40266 49286 40305 49324 49343 40361 | 24 |
2,5 49379 49396 49413 49430 409446 49461 49477 49492 49506 49520 2.5
2,6 I 459534 49547 AS560 49573 49585 49508 49609 49621 43632 49643 I 2.6 |
2,7 | 49653 40664 49674 40683 40603 45T02 49711 49720 49728 49736 2,7
2,8 | 49744 40752 497E0 49767 40TP4  497B1 40785 49795 49E01 40807 | 28 |

2.9 49813 49819 43625 49831 49836 45841 49846 49851 453856 49861 z9
3,0 I 49865 49869 49874 49878 49882 45886 49885 49853 45897 49900 I 3.0 |
3,1 459903 49906 49910 45913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 31

3,2 | 43931 49934 49836 49938 49940 45942 49944 49546 45848 49950 | 32 |
3,3 | 49952 40953 49955 49957 49958 49960 490961 40962 49964 49965 3,3
34 | 49986 40068 49059 40070 49971 49973 40073 40974 49975 40076 | 34 |

3,5 49977 49578 45978 49973 49580 45981 48981 49582 45983 49983 35
3.6 I 49984 49585 49585 49986 49586 49987 45987 49588 455988 49989 I 3.6 |
3,7 49989 49930 49990 49930 489991 49991 499932 49992 49992 49992 37

3,8 | 49933 40993 49003 49994 40994 49004 40034 40905 49905 40995 | 3§ |
3,8 | 49995 49995 49905 40096 40996 49906 40096 40906 49007 40097 | 3,9
4,0 I 49997 49997 49997 49997 49997 49997 49998 49998 AGL9E 49998 I 4.0 |
4.5 49999 SO00:00 S0000 50000 50000 S0000 50000 S0000 50000 50000 4.5
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1. (CESGRANRIO/2011 — BNDES) Um produto tem massa normalmente distribuida com média 60 gramas
e desvio padrdao 8 gramas e é agrupado por duzias. A probabilidade de a massa de uma duzia ser superior a
750 gramas é, aproximadamente, de

a) 86%
b) 50%
c) 38%
d) 32%
e) 14%
Comentarios:

O enunciado informa que a massa de um produto segue distribuigdo normal, com média py, = 60 e desvio
padrdo o, = 8. Sabendo que o produto é agrupado por duzias (12), entdo a média (esperanga) do grupo é:

E(DuGzia) = 12 X E(Produto)
p=12x60 =720

Para calcular o desvio padrao da duzia, primeiro calculamos a varidncia. Sabendo que a variancia é o quadrado
do desvio padr3o, entdo a variancia é 82 e a variancia da duzia é:

V(Duzia) = 12 x V(Produto) = 12 x 82

E o desvio padrdo da duzia é a raiz quadrada:

0=+12%x8%2=8x+v12 = 27,7

Conhecendo a média e o desvio padrao da duzia, utilizamos a seguinte transformacao para x = 750:

Cx—u _750-720 30
=T ST 17 T 277

= 1,08

Pela tabela da distribuicdo normal padrdo, observamos que P(0<Z < 1,08) = 0,36 = 36%, como ilustrado a seguir:
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36% P(Z>1,08)

0 1,08

Sabendo que a area a direita da média tem probabilidade P(Z > 0) = 0,5 = 50%, entdo a probabilidade desejada
é:

P(Z > 1,08) = 50% — 36% = 14%

Gabarito: E
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Distribuicao Binomial

1. (CESGRANRIO/2022 - Eletronuclear) Em uma fabrica automobilistica, foi notado que os airbags de
um certo lote ndo estavam funcionando tao bem quanto deveriam. Calcula-se que a probabilidade de um
airbag desse lote nao inflar era de 40%, valor muito acima do limite aceitavel. Apds o descarte de todo o
lote, comegou-se a fazer testes de colisao com airbags do lote seguinte.

Supondo-se que os airbags do novo lote possuam a mesma probabilidade de nao inflar que os do lote
descartado e que, em cada colisdo, apenas um airbag é testado, qual a probabilidade de 2 airbags nao
inflarem nas 5 primeiras colisdes?

a) 12,96%

b) 20,16%

c) 31,25%

d) 32,75%

e) 34,56%

2. (CESGRANRIO/2021 - CEF - Adaptada) Por estudos estatisticos, estima-se que um cliente de um
certo banco tem 75% de probabilidade de ir para atendimento de caixa eletronico, e 25% de ir para um
atendimento personalizado.

Em uma amostra de quatro clientes entrando no banco, qual é a probabilidade de que, no minimo, a
maioria deles se dirija ao atendimento personalizado?

a) 1/64
b) 5/256
c) 3/64

d) 13/256

e) 27/64

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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3. (CESGRANRIO/2018 - Liquigas) Sabe-se por estudos estatisticos que a eficiéncia de uma certa
vacina para uma dada doenca é de 80%. Vacinando-se trés individuos, qual a probabilidade de que apenas
um deles nao fique imunizado a doenga?

a)12,8%

b) 16%

c)32%

d) 36%

e) 38,4%

4, (CESGRANRIO/2016 — IBGE) Uma pesquisa esta interessada em estudar os eleitores de determinado
candidato. Sabe-se que 50% da populagao alegam votar no candidato em questao.

Se 6 pessoas forem abordadas aleatoriamente, a probabilidade de que exatamente 3 pessoas sejam
eleitoras do candidato em questado é aproximadamente

a)51%
b) 50%
c) 31%
d) 21%

e) 11%

5. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) 10% dos parafusos produzidos por uma maquina sio defeituosos.
A probabilidade de que, entre 4 parafusos, pelo menos 3 ndo sejam defeituosos é de

a) 29,16%
b) 65,61%
c) 94,77%
d) 98,37%

e) 99,99%

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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6. (CESGRANRIO/2011 — Petrobras) Uma carta tem 2/3 de chances de chegar ao destino correto. Se
seis cartas sao enviadas de forma independente, a probabilidade de que pelo menos duas cheguem a o
destino correto é

a) 4/9

b) 68/81

c) 113/162

d) 230/243

e) 716/729

7. (CESGRANRIO/2009 — BNDES) Em um dado com seis faces numeradas de 1 a 6, a probabilidade de
que cada um dos resultados ocorra é a mesma. Esse dado sera langado até que se obtenha o resultado 6.
A probabilidade de que isso acontega em, no maximo, 2 langamentos é

a) 1/36

b) 5/36

c) 6/36

d) 7/36

e) 11/36

8. (CESGRANRIO/2008 — Petrobras) Um estudante marca, ao acaso, as respostas de um teste de 10
questdes de multipla escolha, com 4 alternativas por questdao. O niumero mais provavel de acertos é

a)1,5

b) 2,0

proc 122 jento e
135
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GABARITO

1. LETRAE 4. LETRAC 7. LETRAE
2. LETRAD 5. LETRAC 8. LETRAB
3. LETRAE 6. LETRAE

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Distribuicao Normal

1. (CESGRANRIO/2023 - BB) A distribuigdo das alturas dos atletas de volei de uma determinada
selecdo é normal. Sabe-se que 5% dos atletas tém altura superior a 200 cm, e 2,5% tém altura inferior a
192,8 cm.
Considere que:

e Avariavel Z tem distribuigdo normal padrdo (Z~N(0,1));

e Prob(Z >1,64) =5%;e

e Prob(Z >1,96) =2,5%.

O desvio padrao, em centimetros, dessa distribuicao é de, aproximadamente

a)2

2. (CESGRANRIO/2016 — IBGE) O tempo de atendimento (em minutos) para chamadas de emergéncia

do SAMU no Rio de Janeiro segue uma distribuicio normal com média 12 e variancia 25.

Qual a probabilidade de que o tempo de atendimento para uma dada chamada exceda a 20 minutos?
a) 1,79%

b) 2,87%

c) 5,48%

d) 25,50%

e) 37,45%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢éo de questoes, fornecida na
prova.

proc 124 \ento e
135
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3. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) Considere que, no verao, o valor das vendas de determinada loja,
nas sextas-feiras que sejam dias Uteis, tem uma distribuicdo de probabilidades normal, com média igual a
RS 10.000,00 e desvio padrio de RS 2.000,00.

Com essa hipotese, a probabilidade de que, em uma dessas sextas-feiras tteis do verao, o valor das vendas
seja inferior a RS 8.000,00 é

a) menor que 20%

b) igual a 20%

c) maior que 20% e menor que 25%
d) igual a 25%

e) maior que 25%

4. (CESGRANRIO/2012 - Innova) Suponha que o tempo de vida de baterias de celular tenha
distribuicdo normal com média de 120 minutos e variancia de 100 minutos. Qual é a probabilidade

aproximada de uma bateria durar menos que 100 minutos?
a) 0,15%

b) 2,5%

c) 5%

d) 10%

e) 16%

5. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) Os saldrios de técnicos de uma empresa se distribuem
normalmente com média de RS 3.200,00 e desvio padrdo de RS 800,00. Selecionando-se aleatoriamente
dois salarios de técnicos dessa empresa, qual a probabilidade de pelo menos um deles ser superior a RS
3.880,00?

a) 72,25%
b) 15,86%

c) 3,91%

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
www.estrategiaconcursos.com.br
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d) 19,77%

e) 35,63%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na
prova.

6. (CESGRANRIO/2012 - Petrobras) O peso de lotes produzidos por uma certa industria segue uma
distribuicdo normal, com média de 10 kg e desvio padrao de 0,2 kg. Em um lote dessa industria,
selecionado aleatoriamente, qual a probabilidade de o peso do lote n3o se afastar por mais de 1% do peso

médio?

a) 50%

b) 38,30%
c) 17,42%
d) 7,96%
e) 0%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questées, fornecida na
prova.

7. (CESGRANRIO/2010 - IBGE) Suponha que as notas dos candidatos de um concurso publico, em uma
certa prova, sigam distribui¢do normal com média 7 e desvio padrdo 1. A relacdo candidato/vaga é de 40

para 1. A nota minima necessaria para aprovag¢ao nessa prova é
a) 8,65
b) 8,96
c) 9,37
d) 9,58
e) 9,75

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na
prova.

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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8. (CESGRANRIO/2010 — IBGE) Seja H a variavel aleatdria que representa as alturas dos cidad3os de
certo pais. Sabe-se que H tem distribuicdo normal com média 1,70 m e desvio padrao 0,04 m.

A probabilidade de que um cidadao desse pais tenha mais do que 1,75 m de altura é, aproximadamente,
a) 9,9%

b) 10,6%

c) 22,2%

d) 39,4%

e) 40,6%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questdes, fornecida na
prova.

9. (CESGRANRIO/2010 — BACEN) Estima-se que os retornos de um determinado mercado tenham
distribuicao normal, com média 20% e desvio padrao 10%.

A probabilidade de perdas financeiras é de, aproximadamente,
a)1%

b) 2,5%

c) 5%

d) 10%

e) 20%

10. (CESGRANRIO/2010 - Petrobras — Adaptada) A distribuicdo normal é uma das mais utilizadas para

inferéncia estatistica da probabilidade de ocorréncia de diversos fendmenos em engenharia. Nela,
- - . . . . X-
qualquer variavel aleatdria normal X é convertida em uma variavel normal padronizada Z, tal que Z = Tﬂ’

onde G é o desvio padrao e u é a média aritmética.

Na distribuicdo normal padronizada,

a) a varidvel Z é continua e representa o numero de desvios em relagdo a média.

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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b) a varidvel Z possui média ndao nula e desvio padrao igual a 1.

c) um ponto da curva da distribuicao indica a probabilidade da varidvel aleatéria assumir um valor real entre
Oel.

d) valores idénticos acima e abaixo da média tém probabilidades complementares, pois a curva é simétrica.

11. (CESGRANRIO/2007 — TCE/RO) O gasto médio dos clientes de um posto de gasolina é uma variavel
aleatdria normal com média RS 100,00 e desvio padrdo RS 25,00. Os 10% dos que mais consomem recebem

um tratamento VIP, incluindo lavagem de carroceria, calibragem nos pneus e verificagdo do dleo e da agua.

Quanto vocé precisa gastar nesse posto de gasolina, em reais, para obter tratamento VIP?
a) 158,00
b) 149,00
c) 141,00
d) 132,00
e) 128,00

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questoes, fornecida na
prova.

12. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Se uma distribuicdo segue um padrdao normal, é correto afirmar que:
a) 98% dos numeros estdo a dois desvios padrdo da média.

b) 95% dos niumeros estdo a 1,5 desvio padrao da média.

c) 95% dos numeros estdo a um desvio padrdo da média.

d) 86% dos numeros estdo a um desvio padrdao da média.

e) 68% dos numeros estdo a um desvio padrdo da média.

proc 128 jento e
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13. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Suponha os pesos dos pacotes de arroz normalmente distribuidos com
média 1kg e desvio padrao 20g. Escolhendo um pacote ao acaso, qual é a probabilidade de ele pesar mais
de 1 030g?

a) 13,4%
b) 11,6%
c) 10,0%
d) 8,4%
e) 6,7%

Para resolver essa questdo, utilize a tabela apresentada ao final desta se¢do de questoes, fornecida na
prova.
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Distribuicao Mormal Padrao
2o~ MN(0,1)
Corpo da tabela da a probabilidade p, tal que p = P{0<Z<Z) P
Z, .
frarrte Segunda decimal de Z_ parte
inteirs & inteira o
primaira primeira
decimal decimal
de Z, o 1 ? 3 4 5 & 7 B g9 de 2,
p=0
0,0 00000 00399 00798 0L19F 01595 01994 02392 02790  0318& 03586 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 G749 07142 07535 0.1
0,2 07928 08317 08706 0a0as 09483 03671 10257 10642 11026 11406 0,2
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082  1843% 18793 0,4
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0.5
06 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 FFIIT 0 2TEAT ITS3IS 28230 BS54 0,7
0,8 28614 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 0,8
0,9 31534 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9
1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35593 J6214 1.0
1,1 36433 36650 36864  3IFO0TE 37286 37493 37e98 37900 38100 36298 1,1
1,2 3B493  3EGB6 38877 3IB065 39251 3M3AS 3IDELT 397E6 3FOTI 40147 1,2
1.3 40320 40450 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1.4 41924 42073 42320 42354 42507 42647 42786 42922 43056 43189 1,4
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1.6 44520 44830 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1,7 45543 45837 45728 4SBLE 45907 45994 46080 46164 45246 46327 1,7
i8 AG5407 46485 AGE62 46638 46712 45784 A6A56 46326 45595 47062 1.8
1.9 47128 47153 ATELT 47320 47381 aF441 47500 47558 47615 47670 1,9
2,0 47725  4F77B 47831  AFBE2Z 47932  4TOHZ  4BO30 48077 48124 48160 2.0
21 48214 4B257 43300 48341 4B3BF 48427  4B461 48500 48537 48574 2.1
2.2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 4BA0E 43840 ABBT0 4BATS 2.2
23 48028 48956 48983 49010 49036 49061 40086 409111 49134 40158 2,3
2.4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 40305 40324 49343 49361 2.4
2,5 49379 49396 49413 49430 49445 49461 49477 49492 49506 49520 2,5
2.6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643 2,6
2.7 49653 49164 A9674 49683 495593 45702 48711 49720 45728 49736 2.7
28 49744 49752 49760 49767 49774 49701 49788 49795 49801 49307 2.8
2.9 49813 49819 49825 49831 49836 2 49841 40846 49851  4SES56 49851 2,8
3,0 49AGS 49869 4A%874 45878 49882 AGBEG 45889 49853 45897 49900 3.0
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49934 49928 49929 31
3z 49031 49934 49935 4003 40940 49047 40044 40945 49048 40050 3,2
3,3 4995F 49553 49955 49057 49958 49960 49961 49962 45964 49965 3.3
3.4 499685 49968 49969 49970 49971 4972 49973 49974 49975 49976 34
35 49977 49378 49978 490979 49980 43981 49981 49982 490983 40083 35
36 49034 40985 49985 49086 49986 49987 49987 40988 45083 49080 3.6
3,7 49939 49990 49930 49990 49991 49991 49992 409992 49002 49997 3,7
38 49993 49993 49933 49994 49994 49994 49994 49995 45995 49995 3.8
3.9 49995 49995 49996 459546 49996 49996 499546 495996 45997 49997 3.9
4,0 49997 49997 49997 49097 49997 49997 40098 409098 49008 40098 4,0
4,5 4909% 50000 50000 S000D 50000 50000 50000 50000 0 S0000 50000 4,5
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GABARITO

1. LETRAA 6. LETRAB 11. LETRAD
2. LETRAC 7. LETRAB 12. LETRAE
3. LETRAA 8. LETRAB 13. LETRAE
4. LETRAB 9. LETRAB
5. LETRAE 10. LETRAA
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Soma de Variaveis e o Teorema Central do Limite

Para a proxima questdo, utilize a tabela normal a seguir, constante na respectiva prova da CESGRANRIO.

Distribuicdo Normal Padrao /
Z o~ MN(0,1)
Corpo da tabela da a probabilidade p, tal que p = P(0<Z<Z) / P
0 Z i

parte Segunda decimal de Z, parte
inteira & inteira o
primeira primeira
decimal decimal
de Z, 4] 1 ] k] 4 5 & 7 ] ] de Z,
p=0

0,0 | 0ODDDO 00399 00798 01197 O1595 01994 02332 02790 03188 03586 | o0 |
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 DE749 07142 07535 0.1
0,2 | 0Fa926 08317 oaros 0h095 09483 09671 10257 10642 11026 11409 | 0,2 |

0.3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0.3
0,4 | 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 184359 18793 | 04 |
0,5 19146 194497 19847 20194 £03540 20884 21226 £1566 21904 22240 0,5

0,6 | 23575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 35175 25490 | 06 |
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0.7
0.8 I 2BB14 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 I 0.8 |

0,5 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0.9
10 I 34134 34375 34614 34850 35083 5314 35543 35769 355893 36214 I 1,0 |
1,1 36433 36650 35664 37076 372B6 37493 37698 37900 38100 IB296 1,1

1,2 | 38493 ZBGEG 3BRFT 38065 30251 39435 3L61T 30796 39073 40147 | 1.2 |
1,3 40320 404590 404658 40824 40588 41149 41309 41466 41621 41774 1,3
1,4 | 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43180 | 14 |

1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1.5
1,6 I 44520 44630 44738 44845 445950 45053 45154 45254 45352 45449 I 1,6 |
1.7 45543 45637 45728 45B1E 45907 45994 46080 46164 46246 46327 1.7

1,8 | 46407 46485 46562 46638 46712 46784 4EBSE 46926 460995 47062 | 1,8 |
1,9 | 47128 47193 47257 47320 473B1 47441 47500 47558 47615 47670 1,9
2,0 | 47725 47778 47E31 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48189 | 2.0 |
2,1 48214 48257 43300 48341 48382 434322 AB4E] 48500 48537 48574 2.1
2,2 | 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48670 46899 | 22 |
2,3 AED2E ABS5E 48983 48010 49036 43061 A90E6 49111 45134 49158 2.3
24 | 49180 49202 49224 49245 40266 49286 40305 49324 49343 49361 | 24 |
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520 2.5
2,6 | 49534 49547 AS560 49573 49585 49558 49609 49621 43632 49643 | 2.6 |
2,7 | 49653 49664 49674 40683 40603 45F02 49711 49720 49728 49736 2,7
2,8 | 49744 49752 497E0 49767  49TP4  49TEL 49788 49795 49E01 49807 | 28 |

2.9 49613 49819 4325 49831 49836 45641 49846 49851 45856 49861 29
3,0 | 49865 49869 AGE74 49878 40882 45886 49889 49853 45897 49900 | 3.0 |
3,1 459903 49906 49910 45913 49916 49918 459921 49924 49926 49929 31

3,2 | 49931 49934 49836 49938 49940 45842 49944 49946 45048 49950 | 32 |
3,3 | 49952 40953 49955 49957 49958 49960 490961 49962 49964 49965 3,3
3,4 | 49986 40068 49959 40070 40971 49972 40073 40974 49975 40976 | 34 |

3,5 49977 49978 45978 49979 49580 45981 49981 49582 45983 49583 35
3.6 I 49984 49985 49985 49986 49586 49087 49987 49588 455988 49989 I 3.6 |
3,7 49939 49950 49990 49990 49991 493291 49992 49592 49992 49992 3,7

3,8 | 49993 40993 49993 49994 40904 49004 40034 40905 49905 40995 | 3@ |
3,8 | 49995 49995 49905 40096 40995 49995 40096 49996 49097 40097 | 3,90
4,0 I 49997 49997 49997 49997 49997 49997 49998 49998 AL9E 49958 I 4.0 |
4.5 490999 s0000 S0000 50000 SO0:00 S0000 50000 S0000 50000 50000 4.5
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1.

(CESGRANRIO/2011 — BNDES) Um produto tem massa normalmente distribuida com média 60

gramas e desvio padrao 8 gramas e é agrupado por duzias. A probabilidade de a massa de uma duzia ser
superior a 750 gramas é, aproximadamente, de

a) 86%
b) 50%
c) 38%
d) 32%

e) 14%

(]
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GABARITO

1. LETRAE

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
www.estrategiaconcursos.com.br

proc 134 jento e
135

https://t.me/kakashi_copiador



PIRATARIA £ CRIME.

Mas é sempre bom revisar o porqué e como vocé pode ser prejudicado com essa pratica.

Professor investe seu tempo
para elaborar os cursos e o
site os coloca avenda.

Pirata cria alunos fake
praticando falsidade
ideoldgica, comprando

cursos do site em nome de
pessoas aleatdrias (usando
nome, CPF, endereco e telefone
deterceiros sem autorizacéo).

Pirata fere os Termos de Uso,
adulteraasaulaseretiraa
identificacio dos arquives
PDF (justamente porque a
atividade & ilegal e ele ndo
quer que seus fakes

sejam identificados).

Concurseiro(a) desinformado
participa de rateio, achando

que nada disso esta acontecendo
eesperando se tornar servidor
publico para exigiro
cumprimento das leis.

Pirata divulga ilicitamente
(grupos de rateio), utilizando-se
tlo anonimato, nomes falsos ou
laranjas (geralmente o pirata se
anuncia como formador de
"grupos solidarios” de rateio
fue ndo visam lucro).

Pirata compra, muitas vezes,
clonando cartdes de crédito
(por vezes o sistema anti-fraude
nao consegue identificar

o golpe a tempo).

Pirata revende as aulas
protegidas por direitos autorais,
praticando concorréncia desleal
e em flagrante desrespeito a

Lei de Direitos Autorais

(Lei 9.610/98).

0 professor gue elaborou o
curso nao ganha nada, o site
nio recebe nada, e a pessoa
que praticou todos os ilicitos
anteriores (pirata) fica

com o lucro.

Deixando de lado esse mar de sujeira, aproveitamos para agradecer a todos

que adquirem os cursos honestamente e permitem que o site continue existindo.




