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DISTRIBUICAO DE BERNOULLI

Uma variavel aleatéria discreta X com Distribuigdo de Bernoulli assume apenas 2 valores possiveis,
0 ou 1, em um experimento realizado uma Unica vez. Esse experimento é chamado de Ensaio de
Bernoulli. Um exemplo classico dessa distribuicdo é o langamento de uma moeda, que estamos
vendo ao longo dos nossos estudos.

Chamamos os resultados possiveis de sucesso (em que a variavel assume o valor X = 1) ou fracasso
(em que a variavel assume o valor X = 0). Se estivermos interessados na face CARA, esta
representaria o sucesso e COROA representaria o fracasso (ou o contrario, se estivéssemos
interessados na outra face). Nesse exemplo, ndo faz muita diferenca qual face corresponde ao
sucesso ou ao fracasso, porque a probabilidade de ambas é a mesma: 50%.

Agora, vamos supor que estejamos torcendo para que o resultado do langamento de um dado seja
multiplo de 3. Nesse caso, os resultados 3 e 6 correspondem ao sucesso e os demais resultados
correspondem ao fracasso. Assim, teriamos 2 resultados de sucesso (em que X = 1) e 4 resultados
de fracasso (em que X = 0). Logo, as probabilidades seriam as seguintes:

PX=1)=

P(X =0) =

O NI e N N

Normalmente, denotamos a probabilidade de sucesso por p e a probabilidade de fracasso por q.
p=PX=1)

g=PX=0)

2
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Para esse exemplo, temos p =

Alternativamente, poderiamos associar o sucesso a apenas uma das faces do dado, por exemplo,
a face 3. Nesse caso, teriamos 1 resultado de sucesso (X = 1) e 5 resultados de fracasso (X = 0):

p=P(X=1)=

q=P(X=0)=

ol v N =
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Como ha apenas 2 resultados possiveis, as probabilidades de sucesso e de fracasso sdo
complementares, isto é, a soma dessas 2 probabilidades é igual a 1:

r+q=1

q=1-p

A probabilidade de sucesso p é a Unica informacdo necesséria para caracterizar uma distribui¢do
de Bernoulli, uma vez que a probabilidade de fracasso é complementar. Essa informagdo que
caracteriza uma distribuicdo de probabilidade é chamada de parametro.

Um mesmo experimento pode estar associado a varidveis aleatérias com
distribuigdes distintas de probabilidade. O langamento de um dado, por exemplo,
pode estar associado a uma variavel uniforme, com 6 valores equiprovaveis; ou a
distribuicdes de Bernoulli com parametros distintos; dentre outras distribui¢des

possiveis.

Agora, vamos calcular a esperanga matematica da distribuicdo de Bernoulli. A férmula geral da
esperanga é:

E(X) = Z 2. P(X = x)

EX)=0xqg+1xp

EX)=p

Para calcular a variancia, primeiro calculamos E (X?):
E(X?) = Z x2.P(X = x)

E(X?)=02xq+12xp

EX*)=p
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Logo, a variancia é:

V(X)) =EX?) - [E(XD]

VX)=p—-p*=p(1-p)

V(X)=p.q

et . 1 2
Para o exemplo em que o sucesso corresponde a um multiplo de 3, vimos que p = S e q = 7. Nesse
caso, a esperancga e a variancia sao:

1
E(X)=P=§

VX)=p.q ==X

wil N

2
9

W =

. 1 5
Para o exemplo em que o sucesso corresponde a uma das faces, vimos que p =-e q = . Nesse
caso, a esperancga e a variancia sao:

1
E(X)=P=g

VOx) — _1X5_ 5

()—p-q—6 £ =3¢

AP

LX)
ESQUEMATIZANDO

Distribui¢cdo de Bernoulli (p)
1 experimento: Ensaio de Bernoulli
2 resultados possiveis: sucesso (X = 1) ou fracasso (X = 0)
Probabilidade de sucesso: P[X = 1] =p

Probabilidade de fracasso: P[X =0]=q=1—-p

Esperanca: E(X) = p; Variancia: V(X) = p.q
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PRATICAR!
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: (2017 — SES/DF) Considere o lancamento de um dado cibico honesto cujas faces sdo numeradas
de 1 a 6, apds o qual é observado se o nimero da face voltada para cima é mdltiplo de 3. Tendo
em vista que um experimento como esse pode apresentar apenas dois resultados possiveis
(sucesso ou falha), é correto afirmar que tal experiéncia denomina-se distribuicao '

a) de Bernoulli.

b) hipergeométrica.
c) de Poisson.

d) normal.

e) qui-quadrado.
Comentarios:

A distribuicdo que trabalha com apenas 2 resultados possiveis (sucesso ou fracasso) para 1 ensaio
! (no caso, 1 lancamento do dado) é a distribuicdo de Bernoulli. :

Gabarito: A.

(CESPE/2016 — TCE/PA) Se as variaveis aleatédrias X e Y seguem distribuicdes de Bernoulli, tais
que P[X=1]=P[Y =0] = 0,9, entdo a média de Y é superior a 0,5. :

Comentarios:
A questdo indaga sobre a média (esperanca) de Y.
O enunciado informa que Y segue distribuicdo de Bernoulli, com probabilidade de fracasso de:
: P(Y=0)=q=09
Logo, a probabilidade de sucesso é complementar:
. p+tq=1
p=1-09=0,1
Assim, a esperanca de Y é:
: E(Y)=p =01
Que é inferior a 0,5.

Gabarito: Errado.

.......................................................................................................................................................................................... -



DISTRIBUICAO BINOMIAL

Quando repetimos um mesmo Ensaio de Bernoulli (isto é, o experimento com 2 resultados possiveis),
damos origem a Distribui¢cdo Binomial.

Mais precisamente, n repeticdes independentes de um Ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade de
sucesso, resultam na Distribuicdo Binomial. O conceito de repeticdes independentes significa que o
resultado de um experimento nao afeta o resultado de outro.

Um exemplo de distribuicdo binomial é o lancamento de um dado n =3 vezes, em que o sucesso, corresponde
a face 6 e que o fracasso corresponde as demais faces. Ou seja, em cada uma dessas vezes, podemos obter
sucesso (Xger = 1) ou fracasso (Xger = 0), isto é, 2 resultados possiveis. Assim, o numero de possibilidades é
(pelo principio multiplicativo de combinatdria):

2x2x2=8
As 8 possibilidades sao:
{(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}

A variavel X com distribuicdo binomial representa o niimero de sucessos obtidos. Sabendo que cada sucesso
terd o valor 1 e que cada fracasso terd o valor 0, entdo o nUmero de sucessos corresponde a soma dos
resultados dos Ensaios. Para o nosso exemplo dos 3 lancamentos, a varidvel binomial pode assumir os
seguintes valores:

e X =0 (nenhum sucesso): {(0,0,0)}

e X=1(1sucesso):{0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
e X=2(2sucessos): {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}
e X =3(3sucessos):{(1,1,1)}

*

Ou seja, uma Distribuicdo Binomial corresponde a soma de n variaveis com Distribui¢do
de Bernoulli independentes, com mesmo parametro p.

Inclusive, podemos somar variaveis binomiais independentes com mesmo parametro p.
Sendo ny = 3 o numero de ensaios da variavel X e ny = 4 o niumero de ensaios da variavel
Y, entdo asoma dasvaridveis S = X + Y tera distribuicao binomial com o seguinte nimero
de ensaios:

nS:nx+ny:4+3:7
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Agora, vejamos como calcular a probabilidade de cada valor da varidvel binomial.

Para o nosso exemplo, a probabilidade de obter a face 6 (sucesso) em um unico langamento é:
1
P=%

E a probabilidade de ndo obter a face 6 (fracasso) em um unico langamento é complementar:

5
=1— = —
q p 6

Logo, a probabilidade de ter fracasso nos n = 3 lancamentos (e, portanto 0 sucesso: X = 0) corresponde a

interse¢do de n = 3 fracassos. Por serem eventos independentes, a intersecdo é o produto das
probabilidades:

5 5 5
P(X=O)=q><q><q:gxgxg:_

Generalizando, para n repeticoes, a probabilidade de ter 0 sucesso e, portanto, n
fracassos, é o produto:

PX=0)=qxqX%x..xq=q"

n vezes

Similarmente, a probabilidade de obter somente sucessos (nenhum fracasso) nos n = 3 langamentos (X = 3)
corresponde a intersegao desses eventos independentes. Logo, é o produto:

><1)(1_ 1
66

PX=3)=pXpXxp= 16

N

Generalizando, para n repeti¢cdes, a probabilidade de ter n sucessos e, portanto, O
fracassos, é o produto:

PX=n)=pXpX..Xp=p"

J

n vezes
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Voltando ao nosso exemplo, a probabilidade de obter exatamente 1 sucesso (e, portanto, 2 fracassos) é igual
a probabilidade de obter 1 sucesso no primeiro experimento OU 1 sucesso no segundo experimento OU 1
sucesso no terceiro experimento:

P(X =1) = P({1,0,0} u {0,1,0} U {0,0,1})

Como sdo eventos mutuamente excludentes, a probabilidade da unido desses eventos é a soma dessas
probabilidades:

P(X =1)=P({1,0,0}u {0,1,0} u{0,0,1}) = P({1,0,0}) + P({0,1,0}) + P({0,0,1})

Agora, vamos calcular essas probabilidades para o nosso exemplo:

P({1,0,0}) X g X 1 5><5—25
TP XAX A= X e T 216

5 1 5 25
P({Olo})—qXPXQ—g %= 716

P({0,01}) = gxgxp= E x 2 x% 2—16Como as probabilidades sdo todas iguais, em vez de soma-las,
basta MULTIPLICAR o resultado por 3
PX=1)=3xpxqgx —3><25 75
pra4=4 216 216

Similarmente, a probabilidade de obter exatamente 2 sucessos (e, portanto, 1 fracasso) é igual a
probabilidade de obter 1 fracasso no primeiro OU no segundo OU no terceiro experimento:

P({0,1,1}) X p X > 1><1— >
= AXPXP =X e XeT 216
1 5 1 5
1 1 5 5
PUL1O0D = pxpxq=gxgxe=oi

Esses eventos também sdo mutuamente excludentes, entdo a probabilidade da unido também corresponde
a soma das probabilidades. Como elas sdo iguais, entdo, podemos multiplicar o resultado por 3:

PX=2)=3XpXxXpX —3><5 _ 1
T TSRP AP 216 216



Generalizando, para n repeti¢g6es, vamos calcular a probabilidade de obter k sucessos, por exemplo, nas
primeiras k tentativas e, portanto, n — k fracassos nas demais tentativas:

PXPX..XPXGXqX..xq=pkxqgtk

L ) L

J
k vezes n — k vezes

Porém, a ordem ndo precisa ser exatamente essa. Podemos obter k sucessos em quaisquer k tentativas. Por
isso, devemos multiplicar esse resultado pelo nimero de maneiras de reorganizar os resultados de sucesso
e fracasso.

Para isso, podemos simplesmente “escolher” quais serdo as tentativas que resultardo em k sucessos, pois
as outras n — k tentativas serdo, necessariamente, fracassos.

O numero de maneiras de escolher k tentativas, dentre n tentativas no total, corresponde a combinacdo de
k elementos, dentre n:

C n!
nk = (k) Ixk!

Logo, a probabilidade de ter exatamente k sucessos (e, portanto, n — k fracassos) é o produto da
probabilidade p* x g™ com a combinag&o Cy, .

&)

TOME

NOTA!

PX=k)=Cpy X pk x gk

Lembre que C,, s também pode ser indicado por C¥ ou por (;:)

Observe que, para calcularmos todas as probabilidades de uma distribuicdo binomial, precisamos de 2
parametros: n e p. Por isso, podemos representa-la por X~B(n, p).

Pontue-se que a variavel binomial pode assumir qualquer valor entre 0 e n.
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E possivel calcular também a probabilidade de um intervalo da varidvel binomial, por
exemplo, obter 1 OU 2 sucessos, em 3 langamentos de uma moeda (com p =q =0,5). Como
sdo eventos exclusivos, devemos somar as probabilidades:

PX=1UuX=2)=PX=1)+PX=2)
A probabilidade de obter 1 sucesso é:
P(X =1) = C31 X 0,5 X 0,52 =3 % 0,5% 0,25 = 0,375
A probabilidade de obter 2 sucessos é:
P(X =2) =C3,%0,5%%0,5! =3x%x0,25% 0,5 = 0,375
Entdo, a probabilidade de obter 1 OU 2 sucessos é:
PX=1uUX=2)=0,375+0,375=0,75
Também podemos calcular a probabilidade de obter pelo menos um sucesso.
Normalmente, nesses casos, € mais facil calcular a probabilidade do complemento:
PX=21)=1-PX<1)=1-PX=0)
A probabilidade de obter 0 sucesso é:
P(X=0)=0C30%0,5x%x05°=1x0,125%x1=10,125
Logo, a probabilidade de obter pelo menos um sucesso é:

P(X>1)=1-0,125=10,875

Também podemos nos referir a uma distribuicdo binomial como uma amostra de tamanho n de uma
populacdo que segue uma Distribuicdo de Bernoulli.

Por exemplo, vamos supor uma populacdo de pecgas, das quais 20% delas sdo defeituosas. Nesse caso, a
selecdo de uma Unica pega corresponde a um Ensaio de Bernoulli, pois ha 2 resultados possiveis: sucesso
(peca defeituosa) ou fracasso (peca nao defeituosa).
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A probabilidade de sucesso desse experimento equivale a propor¢ao de pecgas defeituosas na populagado:
p=20%=0,2

Suponha que vamos selecionar uma amostra de n = 5 pecas ao acaso. Nessa situacdo, o numero de pecas
defeituosas encontradas na amostra segue uma distribui¢cdo binomial com parametrosn =5ep = 0,2.

Lembrando que a probabilidade de fracasso é complementar, temos g =1—p =0,8. Assim, a
probabilidade de obter k = 3 pecas defeituosas (portanto, n — k = 2 pecas ndo defeituosas) é dada por:

P(X =k) =Cpp xpF x q"*
P(X =3) =(Cs3 X 0,23 x 0,82
A combinacdo de 3 elementos, dentre 5, no total é:

B 5! _5><4><3!_5><4_10
- (5-3)!'x3  21x3 2

CS,3

Logo, a probabilidade de obter 3 é igual a:

P(X =3)=10x 0,008 x 0,64 = 0,0512

()

FIQUE

ATENTO!

Para que as sele¢bes sejam independentes (condicdo necessaria para termos uma
distribuicdo binomial), isto é, para que o resultado de uma nao influencie no resultado da
outra, a proporgao de pecas defeituosas ndo pode ser alterada a cada extragdo.

Para que essa condicdo seja satisfeita, temos duas alternativas:
e Aselecdo das pecas é feita com reposicao, isto é, a peca selecionada é devolvida; ou

e A populagdo é infinita (ou grande o suficiente, em comparagdo com o tamanho da
amostra, para permitir tal aproximacéao).




PRATICAR!

: (2020 - Universidade do Estado do Para — Adaptada) Julgue as seguintes afirmagdes:

: 1. As distribuicGes de Bernoulli e Binomial apresentam as mesmas caracteristicas e, portanto, os mesmos :
: parametros. :

: Il. Repeti¢Ges independentes de um ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade de ocorréncia de :
: “sucesso”, ddo origem ao modelo Binomial; :

{ Comentarios:

: Em relacdo a afirmativa |, o parametro de uma distribuicdo de Bernoulli é a probabilidade de sucesso p; e os :
: parametros de uma distribuicdo binomial sdo a probabilidade de sucesso p e o nimero de repeticdes n. :

Portanto, a afirmativa | esta errada.

: Em relac¢do a afirmativa I, o modelo Binomial realmente consiste em repeticdes independentes de um ensaio :
: de Bernoulli, com a mesma probabilidade de sucesso p. Logo, a afirmativa Il esta certa. :

: Gabarito: I - Errado; Il - Certo.

: (CESPE/2016 — Auditor de Controle Externo TCE/PA) Considere um processo de amostragem de uma !
populagdo finita cuja variavel de interesse seja binaria e assuma valor 0 ou 1, sendo a proporgao de individuos
: comvalor 1igualap=0,3.

: Considere, ainda, que a probabilidade de cada individuo ser sorteado seja a mesma para todos os individuos :
: da amostragem e que, apds cada sorteio, haja reposi¢cdo do individuo selecionado na amostragem.

: A partir dessas informagGes, julgue o item subsequente.

: Se for coletada uma amostra de tamanho n = 20, o nimero total de observag¢des sorteadas com valor 1 terd :
: distribuicdo binomial com pardmetros n e p.

: Comentarios:
: A variavel binaria corresponde a uma distribuicdo de Bernoulli.

: Coletando uma amostra de tamanho n, entdo o nimero de observa¢des com o atributo sucesso corresponde :
: a uma varidvel binomial, com parametros n e p.

: Gabarito: Certo.

: (CESPE/2016 — TCE/PA) Se as varidveis aleatérias X e Y seguem distribui¢des de Bernoulli, tais que P[X = 1] =
: P[Y=0] =0,9, entdo X + Y segue uma distribuicdo binomial com parametrosn=2e p=0,3,se Xe Y forem
: varidveis aleatorias independentes.

{ Comentarios:



: A binomial é caracterizada por repeti¢oes independentes das distribuicdes de Bernoulli, com o mesmo
i parametro p. :

: O enunciado informa que:

: « P[X=1]=0,9, ou seja, a probabilidade de sucesso de X é px =0,9.

e P[Y=0]=0,9, ou seja, a probabilidade de fracasso de Y é qy = 0,9. Portanto, a probabilidade de sucesso

deYé:py=1-0,9=0,1

: Como px # py, entdo X + Y ndo segue uma distribuicdo binomial.

Gabarito: Errado.

: (2018 — Camara de Goidania) Considere uma variavel aleatdria X com distribui¢do binomial e parametros p =
: 1/3 e n =4. Qual é a probabilidade de X = 2?

a) 4/81
b) 1/9
c) 2/9

: d) 8/27

: Comentarios:

Vimos que a probabilidade P(X = k) é dada por:
P(X = k) = Cpp-p*. (1 = p)"7¥

Parap=1/3,n=4ek=2, temos:

2 2

P(X = 2) = 4] (1) (2) _4><314_8
S T2t 21'\3) \3) ‘99

Gabarito: D

: (2016 — ANAC) Em um determinado municipio, 70% da popula¢do € favoravel a um certo projeto. Se uma
: amostra aleatdria de cinco pessoas dessa populagdo for selecionada, entdo a probabilidade de exatamente :

: trés pessoas serem favoraveis ao projeto é igual a

a) 40,58%
b) 35,79%

: ) 42,37%

d) 30,87%

i e)37,46%

: Comentarios:

: Considerando que a pessoa pode ser favoravel ou ndo (ndo ha outra possibilidade) e que o resultado da :
: selecdo de uma pessoa ndo afeta o de outra, entdo se trata de uma distribuicdo binomial. :



Sabemos que:
e aproporg¢do de pessoas favoraveis é p=70% = 0,7 (logo,q=1-p=0,3); e
e serdo selecionadas n = 5 pessoas.

Entdo, a probabilidade de selecionar k = 3 pessoas favoraveis, P(X = 3), é dado por:
P(X = k) = Cpy X pF x q"~

P(X =3) = C53 % (0,7)% x (0,3)?

A combinacdo de 3 elementos, dentre 5, é:

o= 5! _5x4><3!_5x4_10
537 (5-3)Ix3 21x3 2

Assim, P(X = 3) é:
P(X =3) =10x 0,343 x 0,09 = 0,3087 = 30,87%

Gabarito: D

(FGV/2018 — ALE/RO) Uma moeda é langada quatro vezes. A probabilidade de sairem mais caras do que
i coroas é de :

at
gr
a2

{ Comentarios:

: Para sairem mais caras do que coroas em 4 lancamentos de uma moeda, é necessario que saiam 3 OU 4
: caras. Note que temos uma distribuicdo binomialcomn=4ep =% (e também q=%).

A probabilidade de sairem k = 4 caras (4 sucessos e 0 fracasso) é:

P(X =k) = Cpy xp* x g™k

P =)= Coax (2) x () = 1xx1-
R G RAR V) 2/ 7167 7 16
A probabilidade de sairem k = 3 caras (3 sucessos e 1 fracasso) é:
P =3 = Gy (3) x(3) —axaxio2
R AR V) 2/ 7872 16



Portanto, a probabilidade de obter 3 OU 4 caras, considerando que sao eventos exclusivos, é:

1 4 5
P(X—4)+P(X—3)—1—6+1—6—1—6

Gabarito: B.

: (VUNESP/2019 - TJ/SP) Em uma eleigdo, sabe-se que 40% dos eleitores sdo favoraveis ao candidato X e o
restante ao candidato Y. Extraindo uma amostra aleatéria, com reposicdo, de tamanho 3 da populacdo de
: eleitores, obtém-se que a probabilidade de que no maximo 1 eleitor da amostra seja favoravel ao candidato :
: X éigual a :

a) 35,2%
b) 64,8%
c) 36,0%
d) 43,2%.
e) 78,4%
Comentarios:

: O enunciado informa que 40% dos eleitores sdo favoraveis a X (sucesso) e que os demais sdo favoraveisa Y :
: (fracasso), ou seja, a selecdo de uma pessoa ao acaso segue distribuicdo de Bernoulli. :

Logo, a selecdo de 3 pessoas com reposicado (sele¢des independentes) implica em uma distribuicdao binomial
icomn=3ep=04(q=1-p=0,6). :

: Nessa distribui¢do, a probabilidade de encontrar k sucessos ¢é dada por:
P(X=k) = Cyy xp*x q"k
A probabilidade de obter no maximo 1 eleitor favoravel corresponde a obter 0 ou 1 sucesso:
P=PX=0))+PX=1)

Para k =0, temos:

PX=0)=0C3(%04°%0,6>=1x1x0,36=0,216
Para k=1, temos:

PX=1)=C3,; %04 x0,6*=3x%04x0,36=0,432
Assim, a probabilidade desejada é:

PX=0uUX=1)=0,216+0,432 = 0,648 = 64,8%



Esperanca e Variancia

E quanto a esperancga dessa distribuicdo? Bem, vamos considerar o experimento de langar uma moeda 100
vezes. Quantos resultados “CARA” vocé espera? 50, certo?

Qual é aintui¢do por tras desse valor? Bem, se a probabilidade de obter sucesso é p e se estamos realizando
esse experimento n vezes, entdo, espera-se que o numero de sucessos obtidos mantenha essa proporgao.

Ou seja, o valor esperado é:

EX)=nxp

1 ~ .
Para o exemplo dos 3 langamentos de uma moeda, temos p = Sen= 3. Entdo, o numero de vezes que
esperamos obter a face CARA é:

E(X)=nx —3><1—3—15
CRRPERA T

Mas esse valor ndo é inteiro! Tudo bem! Algumas vezes obteremos mais CARAS, outras vezes menos, de
modo que, em média, obteremos 1,5 CARA.

E a variancia da distribuicdo binomial? A sua formula é:

VX)) =nxpxq

1 iAo 4
Para esse mesmo exemplo, comq = E’ a variancia e:

= 0,75

V(X) =nxpx —3x1x1—3
L R R )

Lembre-se que o desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia!
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“J INDO MAIS
» FUNDO!

Da aula de andlise de combinatéria, sabemos que a combinacdo de k elementos, dentre n,
é igual a combinagdo de n — k elementos, dentre n: C, x = Cpy -

Ou seja, o numero de maneiras de obter 0 sucesso é igual ao de obter n sucessos; o nUimero
de maneiras de obter 1 sucesso é igual ao de obter n — 1 sucessos; etc.

Assim, se tivermos p = ¢, a probabilidade de obter 0 sucesso sera igual a probabilidade de
obter n sucessos; a probabilidade de obter 1 sucesso sera igual a probabilidade de n — 1
sucessos, ou seja: P(X=k) =P(X=n—k)

Por isso, temos uma distribuigdo simétrica se p = q, conforme ilustrado a seguir. Sabendo
que p + q = 1, essas probabilidades sdo iguais quandop = q = 0, 5.

Quando a probabilidade de sucesso for maior p > 0,5, a média E(X) = n.p sera maior e,
portanto, havera mais resultados menores que a média, conforme ilustrado abaixo. Assim,
temos uma distribuicao assimétrica negativa.

Analogamente, quando a probabilidade de sucesso for menor p < 0,5, a média E(X) =
n.p sera menor e, portanto, havera mais resultados maiores que a média possiveis,
conforme abaixo. Assim, temos uma distribuicdo assimétrica positiva.

-




Apesar de a distribuicao binomial ser assimétrica sempre que p # 0,5, sempre que o produto n X p for um
numero inteiro, esse sera o valor da média, da mediana e da moda!

oe

ESQUEMATIZANDO

Distribuigdo Binomial (n, p)
n Ensaios de Bernoulli independentes, com probabilidade de sucesso p

P(X = k) = Cpp.p*.q" %

Esperanca: E(X) = n.p; Variancia: V(X) = n.p.q

Observe que:

e A esperanca da binomial é igual a n vezes a esperanca da Bernoulli; e
e Avariancia da binomial é igual a n vezes a variancia da Bernoulli.

*

E (X Binomial) =n.E (X Bernoulli)

V(XBinomial) =n. V(XBernoulli)

PRATICAR!

(2019 — Universidade Federal do Acre) Seja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo binomial de
: parametros n e p. Entdo, pode-se dizer que a variancia de X é dado por. :

Ea)n

b) n.p
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: ¢) n.p(1-p).

d) n.p?

i e)n.p*(1-p)

Comentarios:

Vimos que a variancia de uma varidvel com distribui¢ao binomial é dada por:
: VX)=n.p.gq=np.(1—-p)
Gabarito: C

(CESPE/2013 — TRT 172 Regidao) Em toda distribui¢cdo binomial, a média serd menor que a variancia.
Comentarios:

Em uma distribuicdo binomial, a média é E(X) = n.p e a variancia V(X) = n.p.q.

Como q < 1 (por ser uma probabilidade), entdo:

: V(X) = n.p.q < n.p.1 = E(X)

Portanto, a média é sempre maior que a variancia.

: Gabarito: Errado.

(2016 — IBGE) Quando um pesquisador vai a campo e aborda pessoas na rua para serem entrevistadas, o
numero de pessoas que aceita responder a pesquisa segue uma distribuicdo binomial. Se o valor esperado
dessa distribuicdo é 8, e sua variancia é 1,6, entdo a probabilidade de uma pessoa aceitar responder a
: pesquisa é de :

i a) 1,6%
b) 16%
c) 20%
 d) 50%
e) 80%
Comentarios: :
O enunciado informa que o valor esperado de uma varidvel com distribuicdo binomial é E(X) = 8. Sabendo
: que, para uma distribui¢do binomial, temos E(X) = n.p, entdo: :
: E(X)=n.p=38
n=—
p

O enunciado informa, ainda, que a variancia é V(X) = 1,6. Sabemos que:

VX) =n.p.gq=np.(1-p) =n.p—n.p?

Entdo:

VX)=np—-np?>=16



: . 8
: Considerando que n = > temos:

8 8
VX)= —.p——.p2 = 1,6
p P p P

8—-8p=16
8.p=64

: p=08=80%

Gabarito: E.

: (FCC/2014 — Auditor Fiscal da SEFAZ/RJ) Sabe-se que:

L X é uma variavel aleatdria com distribuicdo binomial com média 2p e variancia (2p-2p2).

I Y é uma varidvel aleatéria com distribuicdo binomial com média 5p e variancia (5p-5p2).

. A probabilidade de X ser inferior a 2 é igual a 15/16.
Nessas condig¢des, a probabilidade de Y ser superior a 3 é igual a
a) 3/1.024
b) 1/64
c) 5/512
d) 15/1.024
e) 7/512
Comentarios:
Sendo X uma variavel com distribuicdo binomial, com média 2p, entdo:
E(X) =nx.p=2p
nx =2
O enunciado informa que a probabilidade de X ser inferior a 2 é P(X < 2) = 15/16, isto é:
. P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=15/16

: Ssabendo que P(X = k) = Cpx.p*.q™ %, com n = 2 temos:
P(X =0)=Cpo.p%q* =1%x1xq*=¢q*=(1-p)?
PX=1)=Cyy.p.q" =2.p.q=2.p.(1 - p)

Sabendo que a soma dessas probabilidades é igual a 15/16, entdo:

15
— )2 ) = 2
1-p)¥+2.p.(1-p) e
1-2p+p?+2.p—2 2——15
15
1_p2_

" 16



, .15 1
PP=""16" 16

Extraindo a raiz de ambos os lados da equagdo, sabendo que p = 0, temos:
1

P=7

Sabendo que, para Y, temos E(Y) = 5.p, entdo o valor de n para Y é:
E(Y) =nv.p=5p
ny=5
A probabilidade de Y ser superior a 3 corresponde a probabilidade de Y ser igual 4 OU igual a 5:
: P(Y >3)=P(Y =4) + P(Y = 5)
Sabendo que p=7% (logoq=1-p = %) e ny=5, temos:

oy =)= ><(1)4X<3>1_5x1x3_ 15
=4) =Csa X |3 4) ~ 7T 42747 1024
5 0
P(y=5)=cC x(l) ><<3)—1><1><1— 1
. =) =055 %17 4) T 7T 457 771024
Assim, a probabilidade de Y ser superior a 3 é:
15 1 16 1

P(Y = - =
(V'>3) = 1024 * 1024 ~ T024 ~ 64

Gabarito: B

(FGV/2022 — TCU) A média e a variancia de uma distribuicdo binomial sdo, respectivamente, 20 e 4. O
: nimero de ensaios (n) dessa distribuicdo é: :

a) 20
' b)22
c) 25
 d) 50
e) 100
Comentarios:
Segundo o enunciado, a média de uma distribuicdo binomial é igual a 20 e a variancia é igual a 4:
. EX)=nxp=20
VX)=nxpxq=4
Note que a férmula da variancia é igual a da esperancga, multiplicada por g:
: VOO =mxpxq=EX) xq
E(X)
Sabendo que E(X) = 20 e que V(X) = 4, podemos calcular a probabilidade de fracasso:
: V(X)=20xq =4



A probabilidade de sucesso é complementar:

gl 1_4
P=271727575

Sabendo que E(X) = n X p = 20, podemos calcular o nimero de ensaios n:

4
EX)=nx==20

5
_20_ 5 100
"= T 4”2
5

Gabarito: C



DISTRIBUICAO AMOSTRAL

Nesta se¢do, estudaremos a distribuicdo de probabilidade dos principais estimadores, chamada de
Distribuicao Amostral. Vale ressaltar que os estimadores sao variaveis aleatdrias.

Inicialmente, cabe pontuar que a distribuicdo de uma amostra aleatéria qualquer segue a mesma
distribuicdo populacional.

Para entender melhor esse conceito, vamos considerar uma moeda com 2 faces, que vamos denominar face
- - L 1

0 e face 1. Tratando-se de uma moeda equilibrada, a probabilidade de cada face é de 5= 0,5 e a esperanca

e variancia sao, respectivamente:

u=EX) =Zx.P(X= %)

E(X)=0x05+1x%x05=0,5

V(X) = Z(x — D2 P(X = x)

1 025+0,25

= 0,25
2 2

V(X)=(0-0,5)%x % +(1-0,5)%x

Suponha que vamos extrair uma amostra aleatdrias de tamanho 3, ou seja, vamos lancar a moeda 3 vezes.
Podemos representar essa amostra por X;, X5, X3.

Considerando que os possiveis resultados das amostras sdo os mesmos da populagao (0 ou 1) e com as
. 1 ~
mesmas probabilidades de 5= 0,5 para cada face, entdo temos:

1 1 025+0,25
VXD = V() = V(X) = (0-0,5)2 x5+ (1-05)? x5 = ————— =

2
> > 0,25

Ou seja, a esperanca e a variancia de cada amostra sdo iguais as da populagdo:

EX)=EX)=p

V(X)) =V(X) =02

Mais precisamente, toda a distribuigao de probabilidade da amostra é igual a distribuicdo de probabilidade
da populacdo (as esperancas e as variancias sdo iguais como consequéncia desse fato).
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No exemplo do langamento da moeda, a populagao é infinita, pois podemos langar a moeda infinitas vezes.
Quando a populagdo é infinita (ou muito grande em comparag¢do com o tamanho da amostra) ou quando a
amostra é extraida com reposicdo dos elementos selecionados, entdo as amostras sdo independentes.

Nesses casos, dizemos que as varidveis que representam as amostras, X;, X, X3, ..., sdo independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.), isto é, sdo independentes e apresentam a mesma distribuicdo.

HORA D

PRATICAR!

(FGV/2021 - FunSaude/CE) Se Xi, Xz, ... Xn € uma amostra aleatéria simples de uma determinada distribuicdo
: de probabilidades f(x), avalie se as afirmativas a seguir estdo corretas. :

: 1. X1, Xy, ... Xn sd0 independentes.

Il. X1, X2, ... Xn sdo identicamente distribuidos.

: lll. Nem sempre cada X, i = 1,..., n, tem distribuigdo f(x).
: Esta correto o que se afirma em

: a) |, apenas.

: b) lell, apenas.

c) I elll, apenas.

d) Il e lll, apenas.

e)l, llell.

: Comentarios:

: Essa questdo trabalha com conceitos de distribuicdo amostral. A base da distribuicio amostral é que os
: elementos de uma amostra (que o enunciado denotou por Xi, Xz, ... Xn) sdo varidveis aIeatériasg
independentes que apresentam a mesma distribuicdo da populacdo (consequentemente, apresentam a
: mesma média e a mesma variancia). :

: Assim, as afirmativas | e Il estdo corretas, enquanto a afirmativa Il estd incorreta, pois cada variavel X; :
: apresenta a mesma distribuicdo f(x) da populagdo (sempre). :

! Gabarito: B

Agora, estudaremos a distribuicdo dos estimadores mais utilizados, quais sejam, a média, a proporc¢ao e a
variancia amostrais.
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Distribuicao Amostral da Média

Para estimarmos a média da populacdo u, utilizamos como estimador a média amostral X. Sendo
X1,X5, ..., X, os valores observados da amostra, a média amostral é a razdo entre a soma dos valores
observados, X; + X, + -+ + X;;, e o niumero de elementos observados, n:

X1+X2+"'+Xn
n

X =

Assim como os demais estimadores, a média amostral é uma variavel aleatéria, uma vez que X varia de
acordo com os valores observados da amostra X;, X5, ..., X,,.

Vamos ao exemplo da moeda langada 3 vezes. Se o resultado for {0, 0, 1}, a média amostral sera:

g 0F0+1 1
-3 377

Se o resultado for {0, 1, 1}, por exemplo, a média amostral sera:

g O0¥1+1_2
-3 37

E qual seria a esperanca desse estimador? Bem, sabendo que as faces possiveis sdo 0 e 1, cada uma com 50%
de chance, esperamos que as médias desse experimento estejam em torno de 0,5.

Ou seja, a esperanga da média amostral é igual a média populacional?

EX)=n

E quanto a variancia? A variancia da média amostral é dada por:

Ve _ o
0 _

V(X) =

Para o exemplo dos 3 lancamentos da moeda, em que V(X) = 0,25 e n = 3, a varidncia da média amostral é:
_ 0,25
V(X) = = = 0,08

Note que a variancia da média amostral, V(X), é menor do que a variancia populacional, V(X). Além disso,
guanto maior o tamanho da amostra, n, menor sera a variancia da média amostral.

Isso ocorre porque a média das observacdes, X, costuma ser um valor bem mais préximo da média u (ou
seja, apresenta bem menos valores extremos) do que as observagdes X por si sd. Isso significa que a variancia
da média amostral, X, € menor do que a variancia das observacdes, X. Lembrando que as observacdes da
amostra seguem a mesma distribuicdo da populacdo, entdo a variancia da média amostral, V(X), é menor
do que a variancia da populacdo.
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O desvio padrao (raiz quadrada da variancia) de um estimador pode ser chamado de erro padrao.

O erro padrdo (ou desvio padrao) da média amostral é dado por:

EP()?)=\/W=\/§=%

Ou seja, o erro padrdo (ou devio padrao) da média amostral pode ser calculado como a raiz quadrada da

variancia da média amostral, /V(X), ou como a razdo entre o desvio padrido populacional e a raiz do
, g
numero de elementos da amostra, N

Também podemos denotar o erro padrdao (ou desvio padrao) da média amostral por oz. Para o nosso
exemplo, o erro padrdo da média amostral pode ser calculado como:

(=]
N
vl

)

3

EP(X) =JV(X) =

As férmulas da esperanca e variancia podem ser obtidas a partir das respectivas

X1+X2+"'+Xn

propriedades. Sendo X = , a esperanca E(X) é dada por:

3 _ X1+X2+"'+Xn _ ﬁ ﬁ . ﬁ
BOO = B (S2) = B () + B () + -+ £ ()
ER) = ~EXy) +-E(X) + -+ - E(X,)
Vimos que a esperanc¢a amostral é igual a esperanca populacional, E(X;) = E(X) = u:
= 1 1 1 1
E(X) —;[J+;[J+"‘+;[J—HX;X”—[!
Considerando que as variaveis X1, X5, ..., X;,, sao independentes, a variancia V()?) é:
) = p (XatXetHXn ) _ v (K X2\, .. Xn
VI =V (B = v () +V () + -+ V (3
S 1 1 1
VX) = ﬁV(Xﬂ + ;V(Xz) + et EV(Xn)
Sabendo que a variancia amostral é igual a variancia populacional, V(X;) = V(X) = ¢2:
2

Yy _ 1 2,1 2 1 2 _ 1 2_0
VIX) =0 +—0°+-+—0* =nXx—xo?=—
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A variancia amostral é igual a variancia populacional, V(X;) = V(X) = 62. O que é

2
. , on . 7 ge = o
diferente é a varidncia da média amostral, V(X) = —

Note que a variancia da média amostral € menor do que a variancia populacional. Isso faz sentido, certo?
As médias sempre variam menos do que os valores individuais, pois os valores extremos acabam sendo
compensados quando calculamos a média. Logo, a distribuicdo da média amostral é menos dispersa do que
a distribuicao populacional.

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2016 — TCE/PA) Uma amostra aleatdria, com n = 16 observacdes independentes e identicamente
: distribuidas (IID), foi obtida a partir de uma populagdo infinita, com média e desvio padrdo desconhecidos e :
: distribuicdo normal. Tendo essa informagdo como referéncia inicial, julgue o seguinte item. :

: Para essa amostra aleatdria simples, o valor esperado da média amostral é igual a média populacional.

: Comentarios:

: Vimos que, de fato, o valor esperado da média amostral (para uma amostra aleatdria) é igual a média :
: populacional. :

: Gabarito: Certo.

(2019 — UEPA) Considere uma amostra aleatéria X4, X,,...,X,, de uma populagdo normal de média u e

X1,X2,Xn

variancia 2 = 9. Entdo, a média e a varianciade X,, = , Sa0, respectivamente,

A el
;auen.

: 9
b)%e;.

E c) e
A
: n

id)ue-.

cdpeg

: Comentarios:

: Vimos que a média e a variancia da média amostral sdo, respectivamente:

EX)=u
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Gabarito: C.

(VUNESP/2015 — TJ-SP) Resultados de uma pesquisa declaram que o desvio padrdo da média amostral é 32.
: Sabendo que o desvio padrdo populacional € 192, entdo o tamanho da amostra que foi utilizada no estudo :
: foi :
a) 6.

 b) 25.

c) 36.

o,

e) 70.
Comentarios:

: O desvio padrdo (ou erro padrdo) da média amostral pode ser calculado como a razdo entre o desvio padrao :

: da populagdo e a raiz do nimero de elementos da amostra:
o
Og =—

Vn

O enunciado informa que o desvio padrao da média amostral é gz = 32 e o desvio padrdo populacional é
: 0 = 192. Logo: :
192
~Vn
192

=——=6
vn 32

n = (6)? = 36

32

Gabarito: C.

(FCC/2012 — TRE-SP) Uma variavel aleatéria U tem distribui¢do uniforme continua no intervalo [a, 3a]. Sabe-
se que U tem média 12. Uma amostra aleatdria simples de tamanho n, com reposicdo, é selecionada da
: distribuicdo de U e sabe-se que a variancia da média dessa amostra é 0,1. Nessas condigbes, o valor de n é

: a) 80.

b) 100.

c) 120.

d) 140.

e) 150.
Comentarios:

: O que essa questdo exige a respeito da matéria que acabamos de estudar é a férmula do desvio padrdo da :
: média amostral: :



Oy =
Vn
: Assim, podemos escrever o tamanho amostral como:
: G :
n=—
Ox

n=\\— = —
_ 2
i ox o
: Ou seja, o tamanho amostral é a raz3o entre a variancia populacional o2 (quadrado do desvio padrdo
: populacional o) e a variancia da média amostral 0)% (quadrado do desvio padrdao da média amostral o).

O enunciado informa que a variancia da média amostral é 0)% =0,1.

: Pronto! A matéria desta aula acabou. Agora, para calcular a variancia populacional, precisamos saber calcular
: a média e a variancia da distribui¢cdo continua uniforme.

A média (esperanca) dessa distribuicdo é igual a média aritmética dos limites do intervalo, a e b. Sabendo '
quea=a, b=3.aekE(X)=12, conforme dados do enunciado, temos:

a+b

E(X) = —
_at+3a  4a
12 = > —7—2a

a=6

Ou seja, a=6e b =3x6=18. Entdo, a variancia é dada por:

(b-a)? (18-6)?% (12)?

X) = 12
: v 12 12 12
Voltando a nossa formula para encontrar o tamanho amostral, temos:
; or_12_ . '
nN=s—=—-=
oz 01

Gabarito: C

1

Fator de Correg¢ao para Populacao Finita

Os resultados da variancia e do desvio padrdo da média amostral sdo validos para variaveis X;, X5, ..., X,
independentes, ou seja, quando a populacdo é infinita ou quando as amostras sdo extraidas com reposicao.

Quando isso ndo ocorre, ou seja, quando a populagdo é finita e as amostras sdo extraidas sem reposicdo,

precisamos fazer um ajuste. Sendo n o tamanho da amostra e N o tamanho da populagcdo, precisamos

N

019 on . 7 qs ~ ~ . o -n
multiplicar a variancia da média amostral, pelo fator de corre¢ao de populagao finita T

— 2 _
a0 =Sk
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Observe que o fator de correcdao é menor do que 1, pois N —n < N — 1, logo, o ajuste para populagdes
finitas, cuja amostras sdo extraidas com reposicdo, diminui a variancia da média amostral.

Distribuicao da Média Amostral e a Curva Normal

Quando a populagdo segue distribuicdo normal (ou gaussiana), a média amostral também seguira
distribuicdo normal. Como vimos anteriormente, a esperanga, a variancia e o desvio padrdo (chamado erro
padrdo) dessa distribuicdo serdo:

EX)=yp
_ o?
VD) = —
— o
EP(X) ==

Ainda que a populagdo nao siga distribuicao normal, pelo Teorema Central do Limite, é possivel aproximar
— — 2
a distribuicdo da média amostral, a uma normal, também com média E(X) = py, variancia V(X) = % e

desvio padrio (erro padrdo) EP(X) = \/E—ﬁ

De modo equivalente, também podemos dizer que a variavel Z, definida abaixo, segue distribui¢ao normal
padrdo (ou reduzida), isto é, com média igual a 0 e desvio padrdo igual a 1, o que representamos como
N(0,1):

X—u
g
Vn

A possibilidade de tal aproximacdo depende do tamanho da amostra e da distribuicao da populacdo.
Quanto maior o tamanho da amostra e quanto mais préoximo de uma normal for a distribuicao da populagado,
melhor serd a aproximagao. Usualmente, considera-se que para uma amostra grande, com n = 30, a
aproximacado serad satisfatéria, para qualquer distribuigao populacional.

g =

PRATICAR!

: (CESPE/2014 — ANATEL) Com base no teorema limite central, julgue o item abaixo.

: Sendo uma amostra aleatdria simples retirada de uma distribuicdo X com média W e variancia 1, a distribuicdo :
: da média amostral dessa amostra, X, converge para uma distribuicdo normal de média nu e varidncia 1, a :
: medida que n aumenta. :
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Comentarios:
Vimos que a distribuicdo da média amostral, X, converge para uma distribuigéo normal a medida que n
aumenta. Porém, a média dessa dlstrlbuu_;ao é E(X) = pevarianciaV(X) = ) .SabendoqueV(X) =1, a
varidncia da média amostral é V(X) = ;. '

: Gabarito: Errado.

(CESPE 2018/PF) O tempo gasto (em dias) na preparac¢do para determinada operacdo policial € uma variavel
aleatdria X que segue distribuicdo normal com média M, desconhecida, e desvio padrdo igual a 3 dias. A
observacdo de uma amostra aleatdria de 100 outras operagdes policiais semelhantes a essa produziu uma
média amostral igual a 10 dias. Com referéncia a essas informacdes, julgue o item que se segue, sabendo
: que P(Z > 2) = 0,025, em que Z denota uma varidvel aleatéria normal padréo.

O erro padrao da média amostral foi inferior a 0,5 dia.
: Comentarios:

: O erro padrdo da média amostral é dado por:

_ o
EP(X) = ﬁ
Na formula acima, temos: n é o tamanho da amostra (=10); o é o desvio padrdao amostral (=3).
EP(X) = 3 = 3 =03
100 10

Gabarito: Certo.

(CESPE/2019 — Analista Judiciario TJ) Um pesquisador deseja comparar a diferenga entre as médias de duas
amostras independentes oriundas de uma ou duas populagdes gaussianas. Considerando essa situacao
: hipotética, julgue o préximo item.

: Para que a referida comparacdo seja efetuada, é necessario que ambas as amostras tenham N 2 30.
: Comentarios:

: Quando a populagdo segue uma distribuicdo normal (ou gaussiana), a média amostral também seguird uma :
: distribuicdo normal, independente do tamanho da amostra. Logo, o item esta errado.

: Para fins de complementac3o, se a amostra for grande o suficiente (nhormalmente, consideramos isso para :
: n > 30), a média amostral seguira aproximadamente uma distribuicdo normal, independente da distribuicdo :
: populacional.

: Gabarito: Errado.

(FCC 2015/SEFAZ-PI) Instrucdo: Para responder a questdo utilize, dentre as informacdes dadas a seguir, as
: que julgar apropriadas. Se Z tem distribuicdo normal padrdo, entdo: :

: P(Z<0,4) = 0,655; P(Z < 1,2) = 0,885; P(Z < 1,6) = 0,945; P(Z < 1,8) = 0,964; P(Z < 2) = 0,977.

: Uma auditoria feita em uma grande empresa considerou uma amostra aleatdria de 64 contas a receber. Se 5
: a populagdo de onde essa amostra provém é infinita e tem distribuicdo normal com desvio padrdo igual a RS



200,00 e média igual a RS 950,00, a probabilidade da varidvel aleatéria média amostral, usualmente
denotada por X, estar situada entre RS 980,00 e RS 1.000,00 é dada por :

: a) 18,4%
 b)9,2%
éc)zas%
éd)4Z7%
e) 86,2%
Comentarios:
O enunciado informa que a populacdo segue distribuicdo normal, logo, a média amostral também tera
: distribuicdo normal. Assim, utilizamos a seguinte transformagdo para a normal padrdo: :
: P
o

Vn
O enunciado informa que o tamanho da amostra é n = 64, logo, Vn = 8; que a média populacional é yu =
: 950 e que o desvio padrdo populacional é ¢ = 200. Substituindo esses valores, a transformagao para X,y = :
: 980 é: :

Zg =

Z__980—950_30 8 _6_12
¥=7200 %200 5
_ 8
Para X, = 1000, temos:
Z__1000—950_50 8 —>
X200 T 200
8

Ou seja, a probabilidade desejada corresponde a P(1,2 < Z < 2), que pode ser calculada pelos dados
: fornecidos no enunciado: :

: P(12<Z<2)=P(Z<2)—-P(Z<12)=0977—-0,885 = 0,092 =9,2%
Gabarito: B

Distribuicdo Amostral da Propor¢ao

Agora, vamos trabalhar com uma popula¢gdo em que determinada caracteristica esta presente em uma
proporcdo p dessa populagdo, por exemplo, 15% da populagdo apresenta olhos azuis; 20% da populagdo
estd doente, 1% da producdo apresenta defeito, etc.

Um elemento qualquer da populacdo X pode apresentar a caracteristica estudada, o que chamamos de
sucesso (X = 1), ou ndo, o que chamamos de fracasso (X = 0). A probabilidade de sucesso é p e a
probabilidade de fracasso é g = 1 — p. Assim, essa populagdo apresenta uma distribui¢do de Bernoulli, com
parametro p.
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Sendo essa propor¢do populacional desconhecida, precisamos estima-la a partir da propor¢do de sucessos
na amostra, denotada por p. Considerando que cada observagdo X; da amostrasera X; = O ouX; = 1 (como
para a populagdo), entdo a proporgdo de sucessos na amostra pode ser calculada por:

X1+ Xp++Xp
n

=

Vamos supor, por exemplo, que estejamos interessados na proporcdo de defeitos em uma producdo de
medicamentos. Para estimad-la, extraimos uma amostra de 10 medicamentos, que apresentou o seguinte
resultado, em que O representa um item nao defeituoso e 1 representa um item defeituoso:

{0,0,1,0,0,0,1,0,0, 0}

Logo, a propor¢do encontrada nessa amostra é:

 _0+0+1+0+040+1+04+040 2 _ _
p= 10 ~“10

Note que o estimador p é calculado da mesma forma que X. Logo, a esperanga de P é calculada da mesma
forma que para X, utilizando p no lugar de u:

E@)=p

Ou seja, a esperanga do estimador é igual a propor¢ao populacional. Em outras palavras, a proporcdo
amostral tende a proporg¢ao populacional.

A variancia de p também é calculada da mesma forma que para X, ou seja:

V(p)

V() = =

Sabendo que X segue distribuicdo de Bernoulli, temos V(p) = p.q, entdo:

5) = P4
V) ==

E o erro padrdo (ou desvio padrao) para p, raiz quadrada da sua variancia é dado por:

BPGp) = [22
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Sem conhecer a propor¢do populacional, p, ndo podemos calcular a varidncia da populacdo, V(p) = p.q.
Assim, utilizamos o estimador P calculado a partir da amostra para estimar a variancia e o desvio padrao.

A estimativa da variancia populacional é dada por:
V(p) =p.q

Em que § = 1 — p. E a estimativa da variancia do estimador p é:

>

p.

V) = -~

Para o nosso exemplo, em que encontramos p = 0,2 (logo, § = 1 —p = 0,8). A estimativa da variancia da
proporgdo populacional é:

V(p) =p.§=02x08=0,16

E a estimativa da variancia da propor¢dao amostral é:

5.4 0,2%0,8

D 3
V() == 5 =0016

Logo, a estimativa para o erro padrdo (ou desvio padrdo) da propor¢do amostral é:

EP(®) =/V(p) = /0,016 = 0,126

Considerando que cada elemento da populacdo segue distribuicdo de Bernoulli, entdo o numero de
elementos com o atributo sucesso encontrados em uma amostra de tamanho n segue uma distribuicao
binomial, com parametros n e p. Para o nosso exemplo, temos uma distribui¢cao binomial com n = 10 e
proporgdo estimada p = 0,2.

Porém, assim, como vimos para a média amostral, também podemos aproximar, pelo Teorema Central do
Limite, essa distribuicdo a uma normal, com média E(p) = p e variancia V(p) = %, quando o tamanho da

amostra, n, é grande.

Por outro lado, se a populacdo for finita e a amostra for extraida sem reposi¢ao, sera necessario aplicar o
- = _ @ oA o N—-n
fator de correc¢do para populagao finita, multiplicando a variancia por pvE

N _pq N-n
e =
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PRATICAR!

(CESPE 2016/TCE-PA) Em estudo acerca da situacdo do CNPJ das empresas de determinado municipio, as
: empresas que estavam com o CNPJ regular foram representadas por 1, ao passo que as com CNPJ irregular
: foram representadas por 0. :

Considerando que a amostra
{0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1, 1}

: Foi extraida para realizar um teste de hipdteses, julgue o item subsequente.
A estimativa pontual da proporcdo de empresas da amostra com CNPJ regular é superior a 50%.
: Comentarios:
: O estimador da proporgdo p é dado por:
Xi+X+--+ X,
- n

. 0+1+1+0+0+1+0+1+0+1+1+0+0+1+1+0+1+1+1+1 12

: Logo a proporgao é de 60%.
: Gabarito: Certo

(CESPE/2019 — TJ-AM) Para estimar a proporcdo de menores infratores reincidentes em determinado
municipio, foi realizado um levantamento estatistico. Da populacdo-alvo desse estudo, constituida por
10.050 menores infratores, foi retirada uma amostra aleatéria simples sem reposicao, composta por 201
individuos. Nessa amostra foram encontrados 67 reincidentes. Com relacado a essa situacdo hipotética, julgue
: 0 seguinte item. :

A estimativa do erro padrao da proporcdao amostral foi inferior a 0,04.
: Comentarios:
O erro padrao da proporc¢ao é dada pela relagao:

pXxq
n

E =

FA guestdo nos diz que a amostra é composta por 201 individuos, sendo 67 deles reincidentes. Assim, temos
: quen = 201ep =67/201 = 1/3. Logo, temosq = 1 —p = 2/3. Como consequéncia, o erro padrdo é de: :

_ 1373 _ -
E= 201  [1809 — 0,033

Gabarito: Certo.



X1+X2+"'+Xn

Estimador para a média: X = —

— — 2 —
Esperanca: E(X) = y; Variancia: V(X) = %; Erro Padrdo: EP(X) = in

<]

. oA Xyt+Xpt+X,
Estimador para a propor¢do: p = %

Esperanca: E(p) = p; Variancia: V(p) = pn;q; Erro Padrio: EP(X) = |22

Distribuicao Amostral da Variancia

Quando a variancia da populacdo é desconhecida, precisamos estima-la a partir da amostra, assim como
fizemos com a média e a proporc¢do. O estimador da variancia que utilizamos para uma amostra de tamanho
né:

2 _ LXi=X) i

S
n—-1

Utilizamos esse estimador, com a divisdao por n — 1, pelo fato de ele ser melhor do que o estimador que

&

apresenta a divisao por n.

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que a variancia da altura de determinado grupo de adultos seja desconhecida,
assim como a sua média. Para estimar esses parametros, obtemos uma amostra de 5
pessoas com os seguintes resultados:

{1,65; 1,75; 1,8; 1,85; 1,95}

Primeiro, precisamos calcular a média da amostra (que continua sendo calculada pelo
somatério das observacgdes, dividido por n):
YX; _ 165+1,75+1,8+1,85+1,95 9

=2t =18
n 5 5
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Agora, calculamos o estimador da varidancia, somando os desvios em relagdo a média,
elevados ao quadrado, e dividindo o somatério por n — 1:

2 _ 2(Xi-X)?
- n-1

S

§2 = (1,65-1,8)2+(1,75-1,8)?+(1,8—1,8)%+(1,85-1,8)%+(1,95-1,8)?
4

§2 = (=0,15)2+(-0,05)2+(0)2+(0,05)2+(0,15)?
4

0,0225+0,0025+0,0025+0,0225 __ 0,05
st = " == = 0,0125

Sabe-se que uma maneira alternativa de calcular a variancia (populacional) é:
0?2 =EX?) —[E(X)]?

Para a variancia amostral, também podemos utilizar uma férmula similar a essa, mas com
as devidas adaptagdes. No lugar de E(X), utilizamos a média amostral X; e, no lugar de
E(X?), utilizamos X2, que é a média dos valores elevados ao quadrado:

T X7
n

X7 =
Para o exemplo anterior, teriamos:

X7 = (1,65)2+(1,75)%+(1,8)%+(1,85)2+(1,95)? _ 16,25
- 5 ~ 5

= 3,25

Por fim, ajustamos o denominador. Para calcular a variancia populacional, dividimos por n
e para a variancia amostral, dividimos por n — 1. Logo, precisamos multiplicar o resultado

or -
P n-1

s? = [ﬁ—()?)z]xﬁ

Para o nosso exemplo, em que X2 = 3,25, X = 1,8 en = 5, a variancia amostral pode ser
calculada como:

0,01x5

s? = [3,25 - (1,8)*] x> = [3,25 - 3,24] x> = =0,0125




Para esse estimador, a sua esperanga € igual a variancia populacional, analogo ao que ocorreu com os
demais estimadores. A sua variancia e erro padrdo sdo dados por:

E(s?) = ¢?
= 27|
V(s?) = —

EP(s?) = |2-0o2

S
=

Sem conhecer a variancia populacional, g%, ndo podemos calcular esses pardmetros. Para isso, utilizamos,
no lugar de o2, a prépria estimativa s2.

Para 0 nosso exemplo, em que calculamos s? = 0,0125, para a amostra com n = 5 observacdes, o desvio
padr3o (ou erro padrdo) de s? pode ser estimado como:

2
2 x 0,0125 = 0,009

n-1

~ . . . . o~ ~ . 2 . .
Se a populagao seguir uma distribuicdo normal, entdo o estimador s“, multiplicado pelo fator 2 Segue

uma distribui¢do qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade:

n—1
Xﬁ_lz( ).52

o2

Em outras palavras, o estimador s® é uma variavel com distribuicdo qui-quadrado, com n — 1 graus de
2

- o _qs o

liberdade, multiplicada por —

2= (55) - Xt

n—

Vamos supor que, para uma populacdo normal, a varidncia populacional seja 62 = 1, e que vamos extrair
amostras de tamanho n = 5. Nesse caso, a varidncia amostral s tera a seguinte distribuicdo:

Ou seja, a variancia amostral seguird uma distribuicdo qui-quadrado com n — 1 = 4 graus de liberdade,
dividida por 4.

Assim, inserimos a tabela da distribuicdo qui-quadrado com 4 graus de liberdade, que apresenta os valores
de probabilidade P(X? < x) e os respectivos valores de x. Como a varidncia amostral segue essa distribuicao,
dividida por 4, criamos uma terceira coluna, dividindo os valores de x por 4:
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P(X{ <x) 0,005 | 0,01 | 0,025| 005 | 01 | 025 | 05 | 075 | 09 | 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995

x 0,21 | 030 | 0,48 | 0,71 | 1,06 | 1,92 | 3,36 | 539 | 7,78 | 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86

x/4 0,05 | 0,07 | 0,22 | 0,18 | 0,27 | 0,48 | 0,84 | 1,35 | 1,94 | 2,37 | 2,79 | 3,32 | 3,72

Ou seja, a probabilidade de a variancia amostral observada ser inferior a 0,48 é:

P(s?2<0,48) =0,25

Vamos com

®, TUDO!

gt

A partir desse resultado, podemos calcular a esperanca e a varidncia do estimador. A
esperanca é dada por:

2
A 2
5= (n—l) - Xn—1

n—-1 n-—1

Els?] = E (). X2 = () Elx2]

Considerando que a média de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade é
igual a k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

E[Xﬁ_1]=k=n—1

Substituindo no resultado anterior, temos:
Els?] = (Z).(n- 1) = 0?
T \n-1/" -

Esse é o resultado que vimos no inicio da secdo. A varidncia do estimador é:

2 4

Vsl = v|(5) %3] = (5) vixdal = (555) vix]

n-1

Considerando que a variancia de uma distribuicdo qui-quadrado com k graus de liberdade
é igual a 2k, entdo fazendo k = n — 1, temos:

VIx2_,]=2k=2.(n—1)

Substituindo no resultado anterior, temos:

21 _ (_o* _ 1y _ 20
V[s?] = (<n_1>z)-2- (n—1) =2




"

Vale acrescentar que uma populagdao normal depende dos dois parametros, variancia e média, os quais sao
independentes. Consequentemente, os estimadores correspondentes também serdo independentes.

HORA DE
PRATICAR!

(FGV/2016 — IBGE) Suponha que uma amostra de tamanho n = 5 é extraida de uma populacdo normal, com

: média desconhecida, obtendo as seguintes observacoes:

X1=3,X2=5,X3=6,X2=9e X5=12

: S0 dados ainda os seguintes valores, retirados da tabela da distribuicdo qui-quadrado:

e P(y2<5)=0,713

e P(x?<12,5)= 0,986

‘e P(¥2>5)=0,854

e P(x?>12,5)=0,971

Se a populagdo tem variancia verdadeira 2 = 4, em nova amostra (n = 5), a probabilidade de se observar :
uma variancia amostral maior do que a anterior é de: :

: 2) 0,014
: b) 0,029

i ¢) 0,146

d) 0,287

: e) 0,713

: Comentarios:

Para resolver essa questdo, vamos primeiro calcular a varidncia amostral obtida nessa primeira amostra:
7 2
, XX —X)
S = ——mm—m
n—1
Para isso, precisamos da média amostral:

3+5+6+9+12 35

X= 5 5

: Agora, podemos calcular a varidncia amostral dessa primeira amostra:

B-=-72+G-7*+6-72*+0O-7)*+12-7)
4

_(—4)2+(—2)2+(—1)2+(2)2+(5)2_16+4+1+4+25_50_125
= = =5 =12,

h

st 4 4




: Para calcular a probabilidade de a variancia amostral ser s2 > 12,5, consideramos que esse estimador é uma :

. 2
distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade, multiplicada por (%)

0.2
52 = (n — 1>.x€_1

: Sabendo que a variancia populacional é 0? = 4 e que o tamanho da amostra é n = 5, ent3o:

4
= (55) X2 =2

Portanto, a variancia amostral segue a mesma distribuicdo de X'Z. A probabilidade de s? > 12,5 &, portanto:
P(s?>12,5) = P(X}? > 12,5) :
0 enunciado informa que P(X}? < 12,5) = 0,986. A probabilidade P(X? > 12,5) é complementar:
: P(X}>125) =1—-P(X} <125 =1-0,986 = 0,014

Distribuicdes para Amostragem Estratificada

Para uma amostragem estratificada, com k estratos, a média amostral sera dada por:

Nessa expressdao, N; é o tamanho de cada estrato; N é o tamanho total da populagdo; e x;, a média amostral
observada para cada estrato.

Ou seja, calculamos a média X, para cada estrato i, multiplicamos cada valor pelo tamanho do estrato N; e
dividimos pelo tamanho total N.

Para ilustrar, vamos supor uma populacdo dividida em 3 estratos, com os seguintes tamanhos N; e os
seguintes valores de média amostral x; para cada estrato i:

Estrato N; ni X,
1 50
2 30
3 20
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A média amostral para toda a popula¢do corresponde, entdao, as médias amostrais dos estratos, ponderadas
pelos respectivos tamanhos dos estratos:

50x2+30x3+20x4 100+90+80

X= 100 100

2,7

Considerando a férmula da média amostral, podemos calcular a variancia da média amostral:

V(X) = V(Ek: iz)

i=1

=z| =

Pelas propriedades da variancia, temos:

k 2

v =y (1) v

i=1

Sendo a variancia populacional de cada estrato desconhecida, precisamos estima-la a partir da estimativa

da variancia para cada estrato encontrada na amostra estratificada. Substituindo, na férmula acima, V (X)

por s e V(&) por sz, temos:

RN

k 2
23 (0 o
N Xi

h=1

Além disso, a estimativa da variancia da média amostral para cada estrato i, s,%i, considerando uma amostra

de tamanho n; para tal estrato, ja com a corregdo para populagdo finita é dada por:

<2 = 5_31-<Ni - ni)
*i n; Ni -1

Vamos supor que as estimativas da variancia para cada estrato sejam:

Estrato N; ni X Sz,
1 50 5 2 2
2 30 3 3 1,5
3 20 2 4 1
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Assim, as variancias das médias amostrais para cada estrato s3do:

) —2(50_5>~0367

5 T5\50-1/) "

) —1’5<30_3>~0466

% T3 \30-1)" "

) _1(20—2>~0474

% =\20-1) "

E a variancia da média amostral global é dada por:

2—<50>2><0367+(30)2x0466+<20)2x0474
** = \100 ’ 100) 100 ’

sZ=0,25x% 0,367 + 0,09 x 0,466 + 0,04 x 0,474 = 0,092 + 0,042 + 0,019 = 0,153

PRATICAR!

: (CESPE/2018 — STM) Um estudo acerca do tempo (x, em anos) de guarda de autos findos em determinada
secdo judiciaria considerou uma amostragem aleatdria estratificada. A populacdo consiste de uma listagem
de autos findos, que foi segmentada em quatro estratos, segundo a classe de cada processo (as classes foram
estabelecidas por resolucdo de autoridade judiciaria.) A tabela a seguir mostra os tamanhos populacionais
(N) e amostrais (n), a média amostral (X) e a varidncia amostral dos tempos (s?) correspondentes a cada

: estrato.
Tamanhos Populacionais (N) | Tamanhos Amostra (n) .

30.000 20 3
B 40.000 400 15 16
C 50.000 500 10 5
D 80.000 800 el =
Total 200.000 2.000 - -

! Considerando gue o objetivo do estudo seja estimar o tempo médio populacional (em anos) de guarda dos
: autos findos, julgue os itens a seguir. :



(CESPE/2018 — STM) A estimativa do tempo médio populacional da guarda dos autos findos é maior ou igual

: Em que k é a quantidade de estratos; N; o tamanho de cada estrato; e X, a média de cada estrato.

a 12 anos.
Comentarios:

Em uma amostra aleatdria por estratificacdo, a média da populacao é calculada pela relacao

Vinculando os estratos A, B, Ce D aos numeros 1, 2, 3 e 4, respectivamente, temos:

Ny X X7 + Ny X %; + N3 X T3 + Ny X X5

X =
N
7 30000 x 20 + 40000 x 15 + 50000 x 10 + 80000 x 5
N 200000
X_60+60+50+4O
N 20
X =105

Gabarito: Errado.

: (CESPE/2018 — STM) Combinando-se todos os estratos envolvidos, a estimativa da varidncia do tempo médio

: amostral da guarda dos autos findos é inferior a 0,005 ano?.

Comentarios:

Em uma amostragem estratificada, a estimativa da variancia da média da amostragem é dada pela relacdo:

k N2
#= 30
=1
Em que
o2 = S_:i(Ni - ni)
Xi n; Ni 1

: Pelos valores apresentados na tabela, teremos:

2

3 (30000 — 300
XA 7300\ 30000 -1

) = 0,0099



) 16 (40000 — 400

2 = 0,0396
55 = 200\ 40000 — 1 )

, 5 (50000—500

2 _ = 0,0099
%% =500\ 50000 — 1 )

) 8 (80000 — 800

2 _ = 0,0099
% = 800\ 80000 — 1 )

Além disso, temos que:

(NA)Z B ( 30000 )2 00225
N/ \200000/

Ng\* /40000 \?
(%) = (zo0000) =04
N 200000

(NC)Z _ ( 50000 )2 00625
N/ ~\200000/

(@)2 _ ( 80000

2
N 200000) =016

Portanto:

L N 2
h
st= (%) xsh
h=1
sZ =(0,0225-0,0099 + 0,04 - 0,0396 + 0,0625 - 0,0099 + 0,16 - 0,0099)
sZ =(0,0225 + 0,0625 + 0,16) - 0,0099 + 0,04 - 0,0396
s2 = 0,0041.

Gabarito: Certo.
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