VARIAVEIS ALEATORIAS E
DISTRIBUICOES




Por que é importante?

Criar modelos que representam com precisao os dados e prever
comportamentos futuros.

Otimizar os processos e melhorar a eficiéncia
Entender a distribuicao dos tempos de espera em um servico ao cliente.

Analise de riscos
 Retornos de investimentos e a avaliacao de riscos de credito.




Distribuicoes

Discretas e continuas

 Uniforme
 Bernoulli

« Binomial

« Poisson
 Exponencial
« Normal
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VARIAVEIS ALEATORIAS




Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatoria € uma variavel guantitativa, cujo resultado depende
de fatores aleatorios.

Exemplo: No lancamento de um dado, embora saibamos os possiveis
resultados, o resultado depende de fatores de sorte (por I1sso € aleatorio).




Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatdria € uma funcao que atribui valores numericos aos
resultados de um experimento.

Sao representadas por letras maiusculas (X).
Seus valores sao representados por letras minusculas (x).

As variavels aleatorias podem ser discretas ou continuas.




Variavel Aleatoria Discreta

A variavel aleatoria discreta assume um numero contavel de valores
distintos.

Variaveis aleatorias discretas sao definidas por uma funcao massa de
probabilidade: P(X = Xx).




Exemplo

Suponha que uma moeda seja jogada 3 vezes.

A variavel aleatdria X conta o numero de caras nos lancamentos.
Os valores possivels de X sao 0, 1, 2 ou 3.

Temos que P(X=0) =1/8.

A distribuicao de probabilidade de X é:




Exemplo

A distribuicao de probabilidade de X é:

X (0 1 2 3

P(X=x) 1/8 3/8 3/8 1/8

l=REo)i=1 3

1) = P(X=0) + P(X=1) =1/8 + 3/8 = 4/8

) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) = 1/8 +3/8 +3/8=7/8
) =1-P(X=3)=1-1/8=7/8




Variavel Aleatoria Continua

A varidvel aleatdria continua é caracterizada por (infinitos) valores dentro de
um intervalo.

Variavels aleatorias continuas sao definidas por uma funcao densidade de
probabilidade: P(X < x)




Variavel Aleatoria Continua

Para uma variavel aleatdria continua: P(X=x) = O.

Para uma variavel aleatoria continua X, as probabilidades sao calculadas para
Intervalos: P(X < a), P(a < X <Db), P(X=Db)

Como P(X = a) e P(X = b) sao iguais a zero, o seguinte € valido para variavels
aleatorias continuas:

Pl@a<X<b)=Pla<X<b)=Plas<X<b)=Pla<Xz<bh)




DISTRIBUICOES




DISTRIBUICOES
DISCRETAS




Distribuicoes Discretas

Uniforme
Bernoulli
Binomial
Geomeétrica
Binomial Negativa
Hipergeomeéetrica
Poisson




UNIFORME




Uniforme

Todos os resultados tém a mesma probabilidade de ocorrer.
P(X=x) =1/N

Exemplo: Ao jogar um dado, qgualguer resultado (face do dado) tem a
probabilidade igual a 1/6.




BERNOULLI




Bernoulli

Um experimento Bernoulli € o gue tem apenas dois resultados possiveis.

Os chamamos de sucesso e fracasso, onde “sucesso” € o que se deseja
observar.

Exemplo: vocé quer observar a ocorréncia de defeito em pecas. Uma peca
selecionada aleatoriamente, com defeito, seria um resultado do tipo

“sucesso” (o resultado “sucesso” hao esta associado a algo bom,
necessariamente).




Aplicacoes

 Uma venda pode ser efetuada ou nao

 Um cliente pode ser do tipo adimplente ou inadimplente

 Uma peca fabricada por uma industria pode ser perfeita ou defeituosa
« Um consumidor pode devolver ou nao um produto comprado

« Um exame meédico pode ter como resultado positivo ou negativo




Bernoulli

Suponha que p = probabilidade de sucesso e 1 - p = probabilidade de fracasso.

P(X=x) = p* (1 - p)( =

Exemplo: A jogada de uma moeda, resultado “cara’.
Nesse caso, p=12el-p=Y

P(X=1) = 15! (1 — %) =15




Exemplo

A partir de uma pesquisa, fol verificado que no periodo de vendas de Natal,
cada cliente gue entra no site de determinada loja tem 60% de chance de
comprar um produto qualguer. Qual a probabilidade de compra e de nao
compra?

A probabilidade de sucesso (o cliente adquirir um produto qualquer) € de 0,6
e a probabilidade de nao comprar produto algum éde 1-0,6 = 0,4.




BINOMIAL




Binomial

Uma variavel aleatoria binomial é definida como o numero de sucessos em n
tentativas de um processo de Bernoulli.

PXi= x) = B

x!'(n—x)! S

Exemplo: Jogue uma moeda 15 vezes, X € o numero de caras.
p= 12, N=15

P(X=5) =

15!
5/(15—5)!

153(1 — 15)1°=> = 0,09




Binomial

Exemplo: Jogue uma moeda 15 vezes, X € 0 numero de caras.
p= 12, N=15

15!

P\X=0) = 51(15—5)!

Lonl )i =G @O

P(X<5) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4)

P(X>5)=1-P(X<5)
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Binomial
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Exemplo

Suponha que uma fabrica produz pecas eletronicas e que cada peca tem
uma probabilidade de 5% de ser defeituosa. A empresa realiza inspecoes
diarias de 100 pecas escolhidas aleatoriamente para verificar a qualidade.
Qual a probabilidade de 10 pecas serem defeituosas?

 N=100 (0 NnUmero de pecas inspecionadas)
« p=0,05 (a probabilidade de encontrar uma peca defeituosa)

100!
10!(100—10)!

P 0)li= G052 El1E 10,0510 % 20 =00




Aplicacoes

Testes de Medicamentos: Avaliar a eficacia de um novo medicamento,

onde “sucesso” é definildo como o paciente respondendo positivamente ao
tratamento.

Marketing: Determinar a taxa de resposta a uma campanha publicitaria,
onde “sucesso” é definido como um cliente realizando uma compra apos
ver um anuncio.

Pesquisa Eleitoral: Estimar o numero de eleltores que apoiarao um
candidato especifico, onde “sucesso” € definido como um eleitor
Indicando suporte ao candidato.




POISSON




Poisson

Uma variavel aleatoria binomial conta o numero de sucessos em um numero
fixo de tentativas de Bernoulli.

Por outro lado, uma variavel aleatdria de Poisson conta 0s sucessos em um
determinado intervalo de tempo ou espaco.




Aplicacoes

Sucessos em relacao ao temypo:

« NuUmero de carros gue cruzam a ponte Rio-Niterdi entre 9h e 10h em uma
segunda de manha.

« NuUmero de emails recebidos por hora.

Sucessos em relacao ao espaco:
e« NUumero de defeitos em um rolo de 50 metros de tecido.
« NuUmero de terremotos em uma regiao.




Poisson

Para uma variavel aleatoria de Poisson X, a probabilidade de x sucessos em
um determinado intervalo de tempo ou espaco é:

e‘xkx
x!

PXi=x) =

Sendo e =2718, A = média




Exemplo
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Suponha que um cliente tipico da Starbucks faca em meédia 3.vis.ithas em u‘m
periodo de 5 dias.

Qual é a probabilidade de um cliente visitar a rede cinco vezes em um
periodo de 5 dias?

A=3,x=5
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Exemplo

f g | &7 POV
Suponha qgue um cliente tipico da Starbucks faca em meédia 3 visitas em um
periodo de 5 dias.

Qual é a probabilidade de um cliente visitar a rede 8 vezes em um periodo
de 10 dias?

Se a média para 5 dias é de 3 visitas, podemos estimar que, para 10 dias, a
meédia € de 6 visitas.

A=06,x=8
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Distribuicoes Continuas

Uniforme
Normal
Exponencial
Gama
Qui-guadrado
t de Student

F de Snedecor




EXPONENCIAL




Exponencial

A distribuicao exponencial € usada para modelar o tempo entre eventos que
ocorrem de forma independente e a uma taxa constante.

Ela € caracterizada por uma unica taxa A, gue € a taxa média de ocorréncias
dos eventos por unidade de tempo.

P(X<x) =1— e X




Aplicacoes

 Tempo de Filas: Modelar o tempo de servico ou atendimento em um
sistema de filas, como em um banco ou uma loja.

 Manutencao: Modelar o tempo até a proxima intervencao de manutencao
preventiva em um equipamento.

* |ntervalos de Chamadas: Modelar o tempo entre chamadas recebidas por
um operador em um call center.




Exemplo

Imagine que, em uma estacao de Onibus, os Onibus chegam em meédia a
cada 15 minutos. Qual a probabilidade de um passageiro gue chega a
estacao esperar menos do que 10 minutos.

Taxa A =1/15
P(X<x) =1— e X

ikt
P(X<10) =1-e 15 = 0,4866




NORMAL




Distribuicao Normal

A distribuicao Normal (Gaussiana) € uma distribuicao simeétrica em
forma de sino.




Distribuicao Normal
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Distribuicao Normal
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Distribuicao Normal
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Curvas

—




Caracteristica

A distribuicao normal &€ descrita por somente dois parametros: u € o.
€ amédia da populacao
* 0 € 0 desvio padrao da populacao




Exemplo

As pontuacoes de QI sao normalmente distribuidas com média 100 e desvio
padrao 15. A variavel aleatdria X € a pontuacao de Ql de um adulto
selecionado aleatoriamente. Modele a distribuicao normal das pontuacoes
de Ql.




FOormula

A distribuicao normal segue a seguinte formula.
Note que sO precisamos de J e o.




Calculando probabilidades

Para uma distribuicao Normal, as probabilidades podem ser calculadas
usando:

1. Aregraempirica
2. A distribuicao Normal padrao
3. Diretamente em um software ou linguagem de programacao




Regra empirica

A regra empirica diz que, guando temos uma distribuicao normal:
* 68% das observacoes estao entre 1 desvio padrao

* 95% das observacoes estao entre 2 desvios padrao
* 99/7% das observacoes estao entre 3 desvios padrao




Regra empirica

L—3c p—20 pu—o 1L pt+o wpt+2o put+ 3o

0,6826

. o
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0,9545
0,9973




Exemplo

As pontuacoes de QI sao normalmente distribuidas com média 100 e desvio
padrao 15. A variavel aleatdria X € a pontuacao de Ql de um adulto
selecionado aleatoriamente. Encontre a probabilidade de que seu QI seja:

(a) Entre 85 e 115
(b) Acima de 115
(c) Abaixo de 70




Normal Padrao

A distribuicao normal padrao (Z) € um caso especial da distribuicao normal.
« A média (J) €igual a zero
O desvio padrao (o) € igual aum




Z-SCOore

Seja X uma variavel aleatdéria normal com média u e desvio padrao o. Para
um determinado valor x, o z-score é&:




Distribui¢ao normal — Fung3o de distribuicao
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Exemplo

As pontuacoes de QI sao normalmente distribuidas com média 100 e desvio
padrao 15. A variavel aleatdria X € a pontuacao de Ql de um adulto
selecionado aleatoriamente. Encontre a probabilidade de que seu QI seja:

(a) Abaixo de 110
(b) Entre 100 e 140
(c) Acima de 80




Regra empirica
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Z-score & outliers

O z-score € um valor na distribuicao normal padrao Z. Ele especifica quantos
desvios padrao um valor x cal acima (z > O) ou abaixo (z < 0) da média.

Se 0 z-score for acima de 3, esse valor é considerado um outlier, ja que ele
tem 0,03% de probabilidade de ocorréncia.

O z-score acima de 2 pode também ser considerado um outlier - valores com
5% de probabilidade de ocorréncia.
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Z-score & outliers
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