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Ol3, amigo(a)! Espero que estejam ficando mais a vontade com Estatistica!
Nesta aula, vamos estudar Varidveis Aleatdrias Discretas. Veremos algumas definigdes e suas propriedades
gue sdao moderadamente cobradas nas provas de concursos e te ajudam a entender melhor a aula de
Distribuicdes Discretas de probabilidade.

Vamos 13?

Luana Brandédo

Quer me conhecer um pouquinho? Sou Doutora em Engenharia de Produgdo, pela Universidade Federal
Fluminense, e Auditora Fiscal da SEFAZ-RJ. Tornei-me professora de Estatistica do Estratégia, para ajudd-lo(a)
na sua trajetdria rumo a aprovacgédo!

Se tiver alguma duvida, entre em contato comigo!
M professoraluanabrandao@gmail.com

l@' @professoraluanabrandao

“O sucesso é a soma de pequenos esforg¢os repetidos dia apds dia.”

Robert Collier
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VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Conceitos Iniciais

Introdugado a Estatistica Inferencial

Com esta aula, estamos iniciando os estudos em Estatistica Inferencial ou Inferéncia Estatistica, que é o
ramo da Estatistica que nos ajuda a tirar conclusdes a respeito de um todo (que chamamos de populagao) a
partir das observacoes feitas em uma parte dessa populacdo (que chamamos de amostra). A inferéncia é
uma técnica importante, pois normalmente ndo é possivel conhecer a informagdo exata (por exemplo,
altura, idade, saldrio, etc.) para toda a populacdo.

Por exemplo, para conhecer a altura média dos brasileiros, os 6rgdos responsaveis por essa estatistica NAO
verificam a altura de TODOS os brasileiros para conhecer exatamente a sua média. Em vez disso, é
selecionada uma amostra de brasileiros, a partir da qual sdo feitas as medicdes necessarias. Por fim, com
base nessas medigdes da amostra, sdo feitos os calculos necessarios para tirar conclusdes a respeito da
altura média da populag¢do de brasileiros.

Vamos destacar os seguintes conceitos do processo que acabamos de descrever:

e A caracteristica numérica da populacdo que se deseja conhecer (no nosso exemplo, a altura média
da populacdo de brasileiros) é chamada de parametro populacional;

e A medida correspondente feita na amostra (no caso, a altura média dos brasileiros da amostra
selecionada) é chamada de parametro de estimativa ou estatistica da amostra;

e As conclusdes a respeito da populacdo feitas a partir da amostra sdo chamadas de inferéncia.

As etapas desse processo de inferéncia estdo representadas abaixo:

fSeIecionar uma amostra\ (Calcular a estatistica da\ ( Inferir o parametro \

amostra populacional
YT

AN @\: T/ / A\L"EZ—:W 1
man® | LYIT)
&=

\_ O\ O\ J

Hoje, vamos comegar a estudar a base que permeia o processo.

A inferéncia do parametro populacional ndo é uma informacdo exata, a qual seria obtida somente se toda a
populacdo fosse verificada. Como os calculos sdo feitos a partir de uma amostra, somente, os resultados vao
depender da amostra selecionada. Ou melhor, vao variar de acordo com a amostra. Por isso, dizemos que
as medidas obtidas a partir da amostra sdo variaveis aleatdrias!

I
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Variaveis Aleatoérias

A definicdo de variavel aleatdria, ou simplesmente v.a., € uma funcdo que associa um nimero real a cada
ponto amostral, isto é, a cada elemento do Espaco Amostral.

Com isso, passamos a ter uma caracterizacdo numérica do resultado de um experimento ou fenémeno
aleatério.

Quando utilizamos o numero 0 (zero) para representar a face CARA e o niumero 1 para representar a face
COROA, criamos justamente uma variavel aleatdria! Outro exemplo de variavel aleatdria é atribuir o ndmero
indicado na face superior do dado {1,2,3,4,5,6} ao resultado do seu lancamento (o que é bastante comum).

Assim como os resultados dos experimentos e fendmenos que representam, os valores das varidveis
aleatérias também sdo incertos (varidveis que apresentam valores certos ndao sdo varidveis aleatdrias).
Apesar dessa incerteza, os resultados das varidveis aleatdrias apresentam certo padrao, o que torna possivel
Ihes atribuir probabilidades.

Por exemplo, se denotarmos a variavel que representa o langamento de uma moeda equilibrada por X, entao
a probabilidade de termos X =0 (o que equivale a probabilidade de obtermos a face CARA) é:

resultados favoraveis (CARA) 1

P(X=0)= =_
( ) resultados possiveis (CARA, COROA) 2

Note que mudamos um pouco a forma que escrevemos a probabilidade, pois agora estamos associando-a a
uma variavel aleatdria e ndo mais a um evento. Por isso, em vez de escrevé-la como P(A), para representar
o evento A, estamos utilizando a forma P(X = 0). Alternativamente, podemos utilizar a forma P(0).

Similarmente, a probabilidade de termos X = 1 (face COROA) é:

P(X =1) = resultados favoraveis (COROA) 1
~ 77 resultados possiveis (CARA,COROA) )

Se denotarmos a varidvel que representa o resultado do langamento de um dado equilibrado por Y, entdo a
probabilidade de termos Y =1 é:

resultados favoraveis 1

PY=1)=
( ) resultados possiveis 6

A probabilidade de qualquer outro resultado do dado é a mesma:

1 1 1 1 1
P(Y=2)=- P(Y=3)=- P(Y=4) =- P(Y=5)=- P(Y =6) =—
( ) 6 ( ) 6 ( ) 5 ( ) 6 ( ) 5
.ﬂ‘“’ﬂf_
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Nesses dois exemplos, as varidveis aleatdrias sdo discretas, pois a quantidade de valores que elas podem
assumir é enumeravel (isto é, contavel). No caso da moeda, hd 2 possiveis resultados; para o dado, hd 6
possiveis resultados. Normalmente, os valores possiveis de uma varidvel discreta sdo nimeros racionais.

&

ESCLARECENDO!

O conjunto dos numeros racionais (Q) engloba os numeros inteiros e decimais (finitos ou
infinitos com dizima periddica), ou seja, todos os nimeros que podem ser descritos em
forma de fragdo.

Nao estdo englobados os nimeros irracionais (II), isto é, os nimeros infinitos sem dizima
periddica, como as constantes = 3,1415... e 0 niUmero neperiano e = 2,718...

Juntos, os racionais e irracionais formam o conjunto dos nimeros reais (R).

Por outro lado, ha varidveis aleatdrias continuas, cujos resultados ndo sdao enumeraveis. Essas podem
assumir quaisquer valores dentro de um intervalo (ou conjunto de intervalos), finito ou infinito. Por
exemplo, suponha que a variavel Z represente a quantidade de agua que um brasileiro ingere em um dia.
Assim, Z pode assumir qualquer valor maior ou igual a OL.

Para variaveis continuas, ndo atribuimos probabilidades aos seus resultados. Ou seja, ndo calculamos a
probabilidade de um brasileiro beber exatamente 2L de dgua em um dia, isto é, exatamente 2,000000...

litros, nem um milésimo de litro a mais nem a menos. Essa probabilidade é sempre nula.

No entanto, podemos atribuir probabilidades a um intervalo, por exemplo, entre 1,95L e 2,05L e mensurar
os resultados obtidos.

o™ -

SE LIGA!

Para variaveis continuas, ha infinitos valores possiveis. Porém, ndo é essa a caracteristica
gue distingue os dois tipos de varidvel aleatdria. Isso porque as varidveis discretas também
podem assumir um numero infinito de valores, desde que tais valores sejam enumeraveis.

Por exemplo, suponha que uma varidvel aleatéria represente o nimero de carros que
chegam em um peddgio. Essa variavel podera assumir os valores 1, 2, 3, ... Nao ha um limite
para a variavel, pois sempre sera possivel chegar mais um carro. Portanto, ha infinitos
valores possiveis. Entretanto, esses valores sdo enumeraveis (contdveis), pois nunca
aparecerd meio carro, ou qualquer outra parcela de carro.

S
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Variaveis Aleatdrias e Quantidade de valores possiveis é enumeravel (finito ou n3o)
Discretas e Atribuimos probabilidades a resultados especificos

e Assumem qualquer valor dentro de um intervalo
e Osresultados possiveis sdo infinitos e ndo enumeraveis
e Na&o atribuimos probabilidade a resultados especificos, apenas a intervalos

Variaveis Aleatdrias
Continuas

HORA D

PRATICAR!

(CESPE/2005 Secretaria de Educagao/MG) A identificacdo do tipo de varidvel é um requisito importante
: para a escolha do teste estatistico mais adequado. Acerca das varidveis, julgue o seguinte item.

: Os valores das varidveis quantitativas discretas ndo podem ser contados, mas apenas mensurados.
: Comentarios:

: Os valores das variaveis discretas podem ser contados, enquanto os valores das variaveis continuas ndo
: podem ser contados, apenas mensurados.

: Gabarito: Errado.

(2017 — SEDUC/MT) Sobre as variaveis serem discretas ou continuas, analise as afirmativas abaixo, dé valores
: Verdadeiro (V) ou Falso (F).

: () A contagem do nimero de alunos dentro de uma sala de aula sé pode ser uma variavel discreta, pois é
: um numero inteiro racional e positivo.

: () A contagem da quilometragem de um corredor em uma pista circular é uma variavel continua, pois este
: valor pode assumir qualquer valor dentro do intervalo real, no caso multiplos de t (pi).

: () O caso do term6metro analdgico (de mercurio), a varidvel representada nele é uma variavel discreta, pois
: aceita todos os valores intermedidrios entre duas temperaturas a e b.

Assinale a alternativa que traga, de cima para baixo, a sequéncia correta.
a)V,V, F
b)V, V, V
c)V,F,V
d)F,F,V
e)F,V,F

Comentarios:

7 lentoe
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: Em relacdo ao primeiro item, o nimero de alunos dentro de uma sala é, de fato, uma variavel discreta, pois :
: 0s alunos podem ser enumerados. O numero de alunos é um ndmero racional e positivo. Portanto, a
i afirmativa é verdadeira.

: Em relacdo ao segundo item, a distancia percorrida por um corredor é uma variavel continua, pois pode :
: assumir quaisquer valores reais, dentro de determinado intervalo, inclusive valores multiplos de =, por se :
: tratar de uma circunferéncia. Portanto, a afirmativa é verdadeira.

: Em relacdo ao terceiro item, por aceitar todos os valores intermediarios entre quaisquer duas temperaturas,
: 0s resultados de um termémetro analdgico correspondem uma variavel continua. Portanto, a afirmativa é
: falsa.

: Assim, a sequéncia corretaéV, V, F.

{ Gabarito: A
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VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Aqui, trataremos apenas de varidveis aleatdrias discretas. Como ja sabemos, para essas varidveis, podemos
atribuir probabilidades a resultados especificos. E possivel calcular a probabilidade de a face superior do
dado langado ser especificamente igual a 1, por exemplo.

Ou seja, sendo x um resultado possivel para a variavel X (no nosso exemplo, temos x = 1), entdo podemos
calcular a probabilidade de a varidvel X assumir tal resultado, isto é, X = x:

P(X =x)

No langamento de um dado, a probabilidade de obter a face X = 1 (ou qualquer outra face) é:

P(X=1)=%

Agora, vamos supor que tenhamos testado um medicamento em uma amostra de 100 pessoas, das quais 80
pessoas apresentaram melhora em seu quadro. Entdao, podemos representar os resultados obtidos pela
varidvel Y e dizer que Y = 1 representa o resultado de melhora e Y = 0 representa o resultado em que nao
houve melhora. Assim, a probabilidade de ter Y =1 é:

80

P(Y =1) =155 =

0,8

Em outras palavras, podemos definir a probabilidade dessa variavel como:

_nr=y)

P(Y =y) (D)

Em que n(Y = y) representa a frequéncia do resultado Y = y (nesse exemplo, calculamos a probabilidade
de Y =1); e n(U) representa a quantidade de todos os resultados possiveis.

Se estivéssemos observando os resultados em uma amostra, n(Y = y) representaria o nimero de vezes em
que foi observado o resultado y; e n(U) representaria o nimero total de observagbes da amostra, chamado
de tamanho amostral.

Chamamos essa funcdo que atribui uma probabilidade a um resultado de uma variavel aleatéria discreta de
fungao de probabilidade.

I

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - proc 9 entoe
www.estrategiaconcursos.com.br 134

https://t. me/kakashi_copiador



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro,
Aula 01 - Equipe Exatas

Por se tratar de uma probabilidade, essa funcdo satisfaz aos axiomas de probabilidade: P > 0e P(U) = 1.

&)

TOME

NOTA!

i) P(X = x) = 0, pois ndo ha probabilidade negativa;

ii) Somatdrio das probabilidades de todos os possiveis resultados é igual a 1, pois a
probabilidade de todo o Espago Amostral é P(U) = 1.

Vimos que para o lancamento de um dado, a probabilidade de todos os resultados é:

P(X=1)=P(X=2)=P(X=3)=P(X=4)=P(X=5)=P(X=6)=%

O que atende a primeira condicdo, por se tratar de um valor positivo. Para verificar a segunda condicao,
somamos as probabilidades de todos os resultados:

PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)+PX=5)+PX=6)=

1+1+1+1_6_1
6 6 6

LI
6 6 6 6

No exemplo dos medicamentos, observamos que a frequéncia de pessoas que apresentaram melhora foi
P(Y = 1) = 0,8. Ent3o, para que o somatdrio de todos os possiveis resultados seja P(U) = 1, a frequéncia de
pessoas que nao apresentaram melhora é:

P(Y=0=1-P(Y=1=1-08=0,2

Assim, observamos que esse exemplo também atende as 2 condi¢des da fungdo de probabilidade, isto é,
todos os valores y apresentam valores de probabilidade ndo negativos, P(Y =y) >0, e a soma das
probabilidades de todos os possiveis valores é P(U) = 1.

Em vez de apresentar resultados fixos, como os que acabamos de ver, a fungdo de probabilidade P(X = x)
também pode ser definida como uma func¢ao do valor de x, como no exemplo a seguir.

I
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&

EXEMPLIFICANDO

A fungdo de probabilidade pode ser definida como:

P(x =1i) =32—xparax= 1,2,3,4,..

Ou seja, parax=1,temos: P(x = 1) = % = %

Para x = 2, temos: P(x = 2) = % = %

2

Para x = 3, temos: P(x = 3) = == %

Para esse exemplo, podemos observar que os valores de probabilidade sao positivos.

Para verificar a segunda propriedade, devemos observar que se trata de uma Progressdao Geométrica infinita,

~ 1 o 2 . .
com razdo q = ;e termo inicial A; = 7 Cuja soma é dada por:

Algumas questdes fornecem a fungao de probabilidade com uma incégnita, que vocé deve calcular utilizando

%)

essas propriedades.

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor a seguinte funcdo de probabilidade, para um valor de k que ainda ndo
conhecemos:

P(X=x)=£parax=1,2,3e4

Ou seja, as probabilidadesde X=1,X=2,X=3 e X=4s3o:

P(X=1)=%, P(X=2)=%, P(X=3)=%, P(X=4)=%

proc 11
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Para descobrir o valor de k, devemos considerar que o somatdrio de todas as probabilidades é igual a 1:
PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)=1

1+2+3+4_1
k k k k

1+2+3+4_10_1
k Tk
k=10

Agora, podemos conhecer todas as probabilidades:

P(X=1)=i, P(X=2)=£, P(X:E;):i

10 10 10’ P(X=4) =15

HORA DE
PRATICAR!

(2014 Fundacdo Jodo Pinheiro/MG) A férmula P(x) = 3k/x representa a distribuicdo de probabilidade de
: uma varidvel aleatoria, para x=1,7,9. Portanto P(1 < x < 7) é igual a :

a) 27/237
 b) 23/63
c)1/3 :
| d) 216/237
e) 210/23
Comentarios:
Sabendo que a x pode assumir 1, 7 ou 9, a soma dessas probabilidades deve ser igual a 1:
' P(x=1)+P(x=7)+P(x=9)=1

3k 3k 3k _
: 1 7 9
Sabendoqueo MMCé1 X 7 X 9 = 63, temos:
; 3k X 63 +3k x9+3kx7 3kx(63+9+7) 3kx(79) _

63 63 63
3k x 79 = 63

g
79

3k =

proc 12 |entoe
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Portanto, a probabilidade de x é:
: 3k 63
P X = = — —
( x) x  79.x

Agora, podemos calcular o valorde P(1 < X < 7):
’ PA<X<7)=PX=1)+PX=7)

63 63

PE=D=731"7

63 9

. PX=7)=59%7"79

A soma ser3, portanto:

E Pl<x< =242 12
_ 79 79 79
Multiplicando o numerador e o denominador desse resultado por 3, obtemos a resposta:
: P(leS7):2:ﬁ
79 237

O conjunto dos pares (x, P(X = x)), isto é, o valor da variavel e sua respectiva probabilidade, é chamado de

distribuicdo de probabilidade da variavel.

Uma forma de representd-la é por meio de uma tabela, relacionando o valor da varidvel com a sua
probabilidade. A seguir, apresentamos a distribuicdo de probabilidade para o langamento de um dado

equilibrado, em forma de tabela.

Xi P(X=xl)
1 1
6
2 1
6
1
3 —
6
4 1
6
1
5 —
6
6 1
6
ZP(X=xl) 1
i
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Também é possivel utilizar um grafico de barras, com os valores da varidvel no eixo das abcissas (eixo
horizontal) e os respectivos valores de probabilidade no eixo das ordenadas (eixo vertical).

Por exemplo, vamos supor um dado viciado (ndo equilibrado), com a distribuicio de probabilidades
apresentada no gréfico a seguir:

Distribuicdo de Probabilidades
Dado Viciado
30%
25%
20%

15% 20%
> m
o I
1 2 3 4 5 6

Podemos observar que a distribuicdo de probabilidades de cada face do dado viciado, representada no
grafico acima, corresponde a distribuicdo representada na tabela abaixo:

25% 25%

X P(X = x;)

1 5% = 0,05

2 10% = 0,10
3 15% = 0,15
4 20% = 0,20
5 25% = 0,25
6 25% = 0,25

Z P(X = x;) 1

Pontue-se que o grafico de barras é diferente do histograma, ilustrado abaixo.
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O histograma apresenta uma distribuicdo de frequéncias para variaveis continuas, como faixas de altura de
uma populagao, por exemplo; enquanto o grafico de barras representa variaveis discretas.

Por isso, ndo ha espaco entre as barras de um histograma, enquanto ha espago em um grafico de barras.

()

FIQUE

ATENTO!

Dizemos que duas ou mais varidveis aleatdrias sdo independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d. ou IID) se todas as varidveis forem mutuamente independentes entre si
e tiverem a mesma distribuicdo de probabilidade, isto é, mesmos (x;, P(x;)).

Vamos supor, por exemplo, uma varidvel Y com a seguinte distribuicdo de probabilidades:

Vi P(Y =y;)
1 0,05
2 0,10
3 0,15
4 0,20
5 0,25
6 0,25

Z P(Y = y) 1

Podemos observar que a varidvel X referente ao dado viciado e esta varidvel Y apresentam os mesmos
resultados possiveis {1, 2, 3, 4, 5, 6} e as mesmas probabilidades associadas a cada resultado possivel: P(1) =
0,05; P(2) = 0,10; P(3) = 0,15; P(4) = 0,20; P(5) = 0,25 e P(6) = 0,25.

Portanto, podemos dizer que X e Y apresentam a mesma distribuicdao de probabilidade.

Assim, se X e Y forem independentes, concluimos que essas varidveis sao independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.).
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HORA DE

PRATICAR!

(CESPE/2015 — Telecomunicag¢des Brasileiras S.A.) Considerando que Yi, Y2, ..., Yn, ... sejam varidveis
: aleatdrias independentes que satisfazem P(Y; =j) =P(Yj=-j) =1/2 paraj=1, 2, ..., julgue o item que se segue.

As variaveis aleatoérias Y1, Y2, ..., Yn, ... sdo identicamente distribuidas.
Comentarios:

Para Y1, temos:

: P(Y1i=1)=P(Y1=-1)=%
Para Y, temos:

. P(Y2=2)=P(Y1=-2)=7%

O que segue indefinidamente. Para um Y, qualquer, temos:

. P(Yn=n)=P(Yn=-n)=

: Ou seja, os valores de probabilidade sdo os mesmos, mas os valores que a variavel assume (que normalmente
: chamamos de x, mas o enunciado chamou de j), ndo sdo os mesmos. Portanto, as variaveis ndo sido
: identicamente distribuidas.

Gabarlto Errado.
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MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Neste tdpico, veremos trés medidas de tendéncia central relevantes para distribuicdes de probabilidade,
quais sejam a esperanc¢a, a moda e a mediana. O objetivo dessas medidas é resumir a posicao central das
variaveis aleatorias, no intuito de facilitar a analise dos seus resultados.

Esperan¢a Matematica

A esperanga matematica de uma variavel corresponde ao seu valor médio, podendo ser chamada também
de expectancia, valor esperado ou média.

Para ilustrar esse conceito, vamos supor que Maria enfrente transito de sua casa até o trabalho. Depois de
algum tempo fazendo esse trajeto, Maria tera alguma nocdo de quanto tempo ela costuma levar para chegar
no trabalho, isto é, uma média do tempo que ela leva.

Essa noc¢do de quanto tempo se “costuma” ou se “espera” levar é justamente a esperanca da variavel. Neste
ultimo exemplo, a esperanga corresponde ao tempo médio que a pessoa leva de casa ao trabalho; e no
exemplo da altura dos brasileiros, a esperancga corresponde a média de altura dos brasileiros.

Sendo X uma variavel aleatdria, a sua esperanca é indicada por E(X) ou uy.

Para os exemplos dos lancamentos de moedas ou dados, em que os resultados sdo equiprovaveis, a
esperancga corresponde a média aritmética dos resultados. Assim, para o lancamento de uma moeda, com
faces 0 e 1, temos:

0+1
E(X)=T= 0,5

Para o langcamento de um dado, com faces de 1 a 6, temos:

14+2+3+4+5+6 21
6 =% =3

E(Y) =

Contudo, no caso geral, para qualquer variavel aleatdria discreta, a esperanca é calculada multiplicando-se
cada valor da variavel pela sua respectiva probabilidade, e, em seguida, somando-se todos os resultados.

&)

TOME

NOTA!

EX)=Yx.P(X =x)
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Aplicando essa formula geral® para a varidvel que representa o lancamento de uma moeda, em que
P(X =0) =>eP(X = 1) = -, temos:

EGX) = 0Xst1xs =2
N 2 2 2

- ~ 1
Para o lancamento de um dado, em que todas as probabilidades sdo de p temos:

E(Y)—1><1+2><1+3><1+4><1+5><1+6><1
B 6 6 6 6 6 6

14+2+34+4+5+6 21
E(Y) = ; = =35

Podemos efetuar esse mesmo célculo, a partir da tabela de distribuicdo de probabilidade, criando uma
coluna com o produto de x; e P(x;). Assim, a esperanga corresponderd a soma de todas as linhas dessa
nova coluna.

X; P(x;) xi. P(x;)
1 Ye 1x /e =1/
2 Y6 2x /g =2/g
3 e 3% Vs = /6
4 e 4x /e =4
> ¥ 5x1/e ="/
6 e 6x 1/ =5/
Soma das
Colunas 1 EX) =35

L A rigor, representamos o somatério junto a um indice i:

n

E(X) = Z . P(X = x,)

i=1
Esse indice deixa claro que estamos somando para os diferentes valores de i, desde i = 1 até i = n, ou seja, para
X1,X2, «ovy X

Porém, nesta aula, daremos preferéncia a notacdo sem o indice, no intuito de simplificar a formula visualmente.
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DESPENCA NA

PROVA!

v

Algumas questdes fornecem uma tabela com varios cendrios e estratégias possiveis, com
os resultados e as probabilidades correspondentes; e pedem para vocé indicar a que resulta
no maior valor esperado.

No exemplo a seguir, temos 3 possiveis estratégias de negdcio e os lucros associados a cada

uma delas, considerando 3 possiveis cenarios. A probabilidade de cada cendrio também
consta na tabela.

Cenario 1 (30%) | Cenario 2 (50%) | Cenario 3 (20%)
Estratégia 1 RS 1000,00 RS 600,00 RS -100,00
Estratégia 2 RS 800,00 RS 500,00 RS 200,00
Estratégia 3 RS 500,00 RS 500,00 RS 500,00

Para escolher a estratégia associada ao maior lucro esperado, vamos calcular a esperanca
de cada estratégia, multiplicando o lucro de cada cendrio pela respectiva probabilidade:

E(1) = 1000 x 30% + 600 x 50% — 100 x 20% = 300 + 300 — 20 = 580
E(2) =800 x 30% + 500 X 50% + 200 x 20% = 240 + 250 + 40 = 530

E(3) =500 x 30% + 500 x 50% + 500 x 20% = 150 + 250 + 100 = 500

Assim, podemos concluir que a Estratégia 1 resulta no maior lucro esperado.

PRATICAR!

(2017 Secretaria de Saude/RO) Uma variavel aleatdria discreta X tem valores possiveis 0, 1, 2 e 3 com
: probabllldades respectivamente iguais a 0,2, 0,4, 0,3 e 0,1. A média de X é igual a

a) 1,0.
: b) 1,3.

(]
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c) 1,5.

: d) 1,8.

e) 1,9.

: Comentarios:

Vamos inserir as informac¢ées do enunciado na tabela de distribuicdo de probabilidade a seguir:

x P(x) x.P(x)

0 0,2 0x02=0
1 0,4 1x04=04
2 0,3 2x03=06
3 0,1 3x01=03

Assim, a esperanca é a soma da ultima coluna:

EX)=0+04+06+03=1,3

Gabarito: B.

: (VUNESP/2019 - Prefeitura de Campinas/SP) Sabe-se que as probabilidades de um carro transportar 1, 2,

3, 4 ou 5 pessoas sdo de 0,05, 0,20, 0,40, 0,25 e 0,10, respectivamente. Se em uma cidade chegaram 400

carros, a estimativa de pessoas que chegaram é de

! a) 1400.
! b) 1600.

c) 1260.

: d) 2000.

e) 1320

: Comentarios:

: A estimativa do niumero de pessoas transportadas por carro corresponde a esperanga dessa distribuicdo. :

: Inserindo as informagdes do enunciado na tabela de distribuicdo, temos:

x P(x) x.P(x)

1 0,05 1x 0,05 = 0,05
2 0,20 2x02=04
3 0,40 3x04=12
4 0,25 4x025=1
5 0,10 5x01=05
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: Assim, a esperanca € a soma da Ultima coluna:

E(X) =0,05+ 0,40 + 1,20 + 1,00 + 0,50 = 3,15

Logo, sdo transportadas, em média, 3,15 pessoas por carro. Sabendo que chegam 400 carros, entdo a

: estimativa de pessoas é de:

{ Gabarito: C

: (FGV/2022 — PC/AM) Suponha que X, uma variavel aleatdria discreta, assuma a seguinte distribuicdo de

probabilidade:

a)0e3/4

i b)1/4e3/2
ic)1/2e3/4

d)1/2e3/2

ie)1/2e9/4

: Comentarios:

: E para calcular a esperanga, somamos os produtos dos valores de x com as respectivas probabilidades

Para resolver essa questdo, o primeiro passo é calcular o valor de K, considerando que a soma das
probabilidades dos possiveis resultados é igual a 1 (probabilidade de todo o Espaco Amostral):

Gabarito: E

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -

400 x 3,15 =1260

X | Proba(X)
0 0

1 1/4

2 1/4
3 K

: O valor de K e o valor esperado de X sdo, respectivamente:

PX=0+PX=1D)+PX=2)+PX=3)=1

0+1+1+K—1
4 4 -

1+K—1
5 =

K=1—-=-=

1 1
2 2

E(X) =Zx><P(X:x)

1 1 1
E(X)=0X0+1XZ+ZX_+3X_=

4
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(CESPE/2010 — Agéncia Brasileira de Inteligéncia) Sabendo que X é varidvel aleatdria discreta que pode
assumir valores inteiros ndo negativos, julgue o proximo item. :

: A média de X é ndo negativa.
: Comentarios:

: A média da variavel é a soma dos produtos dos resultados pelas respectivas probabilidades:

E(X) = Zx.P(X = x)

: Sabemos que a probabilidade é sempre maior ou igual a zero (condigdo necessdria). Entdo, se os valores da :
: varidvel sdo ndo negativos, o produto de ambos sera sempre maior ou igual a zero (ndo negativo). :
: Consequentemente, a média, que corresponde a soma desses valores sera maior ou igual a zero. :

: Gabarito: Certo.

(CESPE/2015 — Telecomunica¢des Brasileiras S.A.) Considerando que Y1, Y2, ..., Yn, ... sejam variaveis
: aleatdrias independentes que satisfazem P(Y; =) = P(Y;j=-j)=1/2 paraj=1, 2, ..., julgue o item que se segue. :

: O valor esperado para a variavel aleatdria Y; é nulo para todo nimero natural positivo j

Comentarios:

Para ilustrar o calculo da esperanga para Yj, vamos primeiro calcular a esperangaparaj=1ej=2.

Sabemos que para Y, temos P(Y1 = 1) = P(Y1 = -1) = %. Logo, a esperanga de Y1 é:
E(Y1)=-1x%+1x¥%=-Y5+%=0

: Para Y, temos P(Y2 =2) = P(Y1=-2) =%, entdo a esperanca dessa variavel é:
E(Y2)=-2x%+2x%=-1+1=0

: Ou seja, para um Y;qualquer, temos P(Y; =j) = P(Y; = -j) = % e sua esperanca é dada por:

E(Y))=-jx%+jx%=0
Logo, a esperanca é nula para qualquerj=1, 2, ...

: Gabarito: Certo.

Propriedades da Esperanca

Nesta se¢ao, veremos propriedades da esperanca. Vale adiantar que essas propriedades valem também
para a esperanca de variaveis aleatdrias continuas.

Nos enunciados abaixo, consideramos X e Y varidveis aleatérias e k uma constante real qualquer.
i) E(k.X) = k.E(X)

De acordo com essa propriedade, a esperanca de uma variavel aleatdria X, cujos valores foram multiplicados
por uma constante k, é igual a k vezes a esperanca da variavel aleatdria X.
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Podemos considerar, como exemplo, um grupo de funcionarios com salarios distintos, de modo que a média
seja RS 5.000. Segundo essa propriedade, se os saldrios de todos os funcionarios forem dobrados, entdo a
média também serad dobrada (passara para RS 10.000).

Mas vamos confirmar isso!
Digamos que os funcionarios tenham os seguintes valores de salario, em mil reais:
X={1,2,2,2,3,5,7,7,10,11}

Sorteando um desses 10 funciondrios ao acaso, o valor esperado do saldrio do funcionario sorteado pode ser
calculado pela média aritmética de todos os 10 saldrios:

1+2+2+2+3+54+7+7+10+11 50
EX) = 10 :1_0:5

Duplicando os saldrios de todos os funcionarios, temos:
Y=2X={2,4,4,64,6,10, 14, 14, 20, 22}
Nesse caso, o valor esperado sera:

24+44+4+44+6+10+14+14+20+22 100
10 10

E(Y) = =10

mos com

Ubo:
e N

Também podemos multiplicar uma varidavel por uma constante e representar a distribui¢do
resultante utilizando a tabela de distribuicao de probabilidade.

s

’

Para ilustrar, vamos considerar o mesmo exemplo dos salarios. Considerando que ha 10
elementos no total, a tabela de distribuicdo para X é:

P(X=x)
1/10
3/10
1/10
1/10
2/10

10 | 1/10

11 | 1/10

sl AWM=

I
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E a média (ou esperanca) pode ser calculada como:
EQX) =1X—+2X>+43X—45X—+7X>410X—+ 11 X —
10 10 10 10 10 10 10

1 6 3 5 14 10 11 _ 50
E(X) —1—0+1—0+1—0+1—0+1—0+1—0+1—0—1—0— 5
Para obter a tabela de distribuicdo de Y = 2X, duplicamos os valores da primeira coluna

(referentes aos elementos da distribuicdo) e mantemos as mesmas probabilidades:

y | PlY=y)
2 1/10
4 3/10
6 1/10
10 1/10
14 2/10
20 1/10
22 1/10

Calculando a esperanca de Y, observamos que ela é o dobro da esperanca de X:
E(Y) =2X—+4X >+ 6X—410 X —+ 14 X =+ 20 X — + 22 X —
10 10 10 10 10 10 10

2 12 6 10 28 20 22 100
E(X)—1—0+1—0+1—0+1—0+1—0+1—0+1—0—1—0—10

A mesma propriedade vale quando dividimos a varidvel pela constante, isto é:

(X) _EX)
k) k
Ou seja, se cada salario fosse dividido por 2, entdo a média também seria divida por 2: passaria de RS 5.000

para RS 2.500.

Na verdade, essa € a mesma propriedade da multiplicacdo, pois ao invés de pensarmos que estamos
. .. 1
dividindo por 2, podemos pensar que estamos multiplicando por k = e

i) EX+k)=EX)+k

A esperanca de uma varidvel aleatdria X, sendo esta somada a uma constante k, é igual a k mais a esperanca
de X.

Ou seja, se todos os funcionarios do nosso exemplo, cuja média salarial era de RS 5.000, tiverem um aumento
de RS 2.000, entdo a média desse grupo passara para RS 7.000, segundo essa propriedade.

I
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Vamos verificar essa propriedade novamente. Sabendo que os salarios originais eram X=1{1, 2,2, 2, 3,5, 7,
7,10, 11}, entdo, com um aumento de 2 mil reais, eles passardo a ser:

Y=X+2={3,4,4,4,5,7,9,9, 12,13}
Assim, a esperanca sera:

34+4+4+4+54+7+9+9+124+13 70 _
10 10

EY) = 7

A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
EX—k)=EX)—k

Ou seja, se cada funcionario recebesse uma reducdo de RS 2.000 do seu saldrio, entdo a média também seria
reduzida em RS 2.000: passaria de RS 5.000 para RS 3.000.

Na verdade, essa é a mesma propriedade da adi¢do, pois ao invés de pensarmos que estamos subtraindo 2,
podemos pensar que estamos somando k = -2.

i) EX+Y)=EX)+EQY)

Por essa propriedade, temos que a esperanca da soma de duas variaveis, X e Y, é igual a soma da esperanca
de X com a esperanga de Y.

Digamos que um grupo de homens receba um salario médio E(X) = 5.000; e que um grupo de mulheres
receba, em média, E(Y) = 4.000. Ao selecionar uma mulher e um homem, o valor do salario somado serd, em
média:

E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 5.000 + 4.000 = 9.000

Para verificar essa propriedade, vamos utilizar um exemplo menor, pois envolve encontrar todas as possiveis
combinagdes dos elementos dos dois grupos e soma-los. Suponha, entdo, o experimento de lancamento de
duas moedas (X1 e Xz), com faces representadas por 0 e 1.

Ao langcarmos ambas as moedas, temos os seguintes valores possiveis:
(X1,X2) ={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}
Ao somarmos esses valores, temos:
X1+X2={(0+0),(0+1),(1+0),(1+1)}={0,1,1,2}
A média é entdo:

0+1+1+2 4
EQy+X)=——(F——=,=1
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Sabendo que o valor esperado dos dois lancamentos é E(X1) = E(X2) = %, entdo confirmamos que, de fato:

E(Xl +X2) = E(X1) +E(X2) =5+

N[ =
N =
Il
[S=Y

A mesma propriedade vale para a subtracdo de variaveis:
E(X, — X;) = E(Xy) — E(X3)
iv) E(k) =k
Ou seja, o valor esperado de uma constante é igual a prdpria constante.

Digamos que em um grupo de funciondrios, o saldrio individual de todos seja igual a k = 5 mil reais.
Selecionando um funciondrio ao acaso, qual serd o saldrio esperado? Certamente, 5 mil reais.

Também podemos obter esse resultado, a partir da formula da esperanca. Sendo k=5, entdo para um grupo
de n funciondrios, a esperanca é:

nx>5
=5

E(k) =

V) Se X e Y sdo independentes, entdo E(X.Y) = E(X).E(Y)

Se X e Y sdo variaveis aleatdrias independentes, entdo a esperanga do produto de X e Y é igual ao produto
da esperanca de X com a esperanca de Y.

Supondo novamente o langamento das duas moedas, em que (X1,X2) = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Assim, o
produto X1 x Xz corresponde ao conjunto:

X1 x X2 = {0,0,0,1}
A média de Xi1 x X; é, portanto:

E(X ><X)_O-+-0+0-+-1_1
1 2) = ) =2
Sabendo que o valor esperado dos dois lancamentos é E(X1) = E(X2) = %, entdo, confirmamos que, de fato:

X

N| -
N[ =
Il
Bl

E(X; xX;) = E(X)) X E(Xy) =

No entanto, para isso é essencial que as varidveis X e Y sejam independentes (como é o caso de langcamentos
distintos).

Por outro lado, é possivel verificar a identidade E(X.Y) = E(X).E(Y) e as varidveis ndo serem independentes.
Ou seja, se as varidveis sdao independentes, entdao podemos concluir que E(X.Y) = E(X).E(Y); mas se E(X.Y) =
E(X).E(Y), ndo sabemos se as varidveis sdo ou ndo independentes.
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Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro,
i) E(kX) = k.E(X)

'4 RESUMINDO
ii) EX+k)=EX)*k

i) EX+Y)=EX)+EY)
iv) E(k) =k
v) Se X e Y forem independentes, entdo E(X X Y) = E(X) X E(Y)

Essas propriedades podem ser utilizadas conjuntamente e para qualquer nimero de variaveis aleatérias. Por
exemplo, sendo X, Y e Z varidveis aleatdrias, entdo:

E (3.x+§— 2.7 + 1) —EG.X)+ E(%) _EQ.2) +E(1)

Y Y)
E(B X+Z—ZZ+1)—3E(X)+T —2.E(2)+1

PRATICAR!

(2016 Instituto Federal de Educagdo/BA — Adaptada) Sendo X uma variavel aleatéria, com média p, entdo
: a esperanca matemdtica da fungdoY=a+bX,comaeb€R, é

a)E(Y)=a+b
 b)E(Y) =
éc) E(Y) =
: d)E(Y)=a+bp '
ge) E(Y)=a2

: Comentarios:

Pelas propriedades da esperanca, temos E(Y) = E(a + bx) = a +b.E(X). Como p = E(X), temos:
: E(Y)=a+b.u

: Gabarito: D.
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(FGV/2017 - IBGE — Adaptada) Para o caso de variaveis aleatdrias quaisquer, existem diversas propriedades

i que se aplicam diretamente a esperanca matematica. Dentre essas propriedades esta:

 a) E(X.Y) = E(X).E(Y)

b) E(X+a) =a

) E(X£Y) = E(X) £ E(Y)

d) E(a.X) = E(X), sendo a uma constante qualquer

Comentarios:

Em relacdo a alternativa A, podemos afirmar que E(X.Y) = E(X).E(Y) somente se X e Y forem independentes.
: Como o enunciado ndo menciona que X e Y sdo independentes, entdo a alternativa A estd incorreta.

: Em relacdo a alternativa B, temos a seguinte propriedade da esperanca:

E(X+a)=E(X) +a

i Portanto, a alternativa B estd incorreta.

: Em relacdo a alternativa C, temos de fato a seguinte propriedade, para quaisquer variaveis aleatérias X e Y:

E(X +Y) = E(X) + E(Y)
E(X—Y) = E(X) — E(Y)

: Portanto, a alternativa C esta correta. Em relacdo a alternativa D, sabemos que: E(a.X) = a.E(X). Portanto, a
: alternativa D estd incorreta.

Resposta: C.

Moda

A moda de uma varidvel aleatéria é o seu valor mais provavel, isto é, o valor com maior probabilidade.

No exemplo de lancamento de duas moedas, X1 e X2, a soma das varidveis resulta no seguinte conjunto de

resultados possiveis:

X = X1 + X2=1{0,1,1,2}.

Assim, a probabilidade de cada resultado é:

P(X=0)=-=0,25

RN

2
P(X=1)=Z=O,5

1
P(X =2) =1 0,25

Como a probabilidade de X = 1 é maior que as demais, entdo concluimos que a moda dessa varidvel é X = 1.

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -

www.estrategiaconcursos.com.br

https://t. me/kakashi_copiador

proc

I

28
134

iento e



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro
Aula 01 - Equipe Exatas

No grafico de barras que representa a distribuicdo de probabilidades de uma varidvel, a moda pode ser
identificada visualmente, pois estara associada a coluna mais alta, como representado abaixo.

X=X, +X,
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

A moda é um valor da variavel aleatéria e ndao a sua probabilidade. Assim, no gréfico de
barras, a moda estara no eixo horizontal.

Se estivermos lidando com uma amostra, a moda, chamada de moda amostral, corresponde ao valor da
varidvel obtido com maior frequéncia.

E possivel haver mais de uma moda, quando a maior probabilidade estiver associada a mais de um
resultado.

No exemplo anterior do dado viciado, tanto a face 5 quanto a face 6 apresentavam a maior probabilidade,
de 25%.

Distribuicdao de Probabilidades
Dado Viciado

30%

20% 9
0,

T
1 2 3 4 5

Com 2 modas, a distribuicdo é chamada bimodal.

Uma distribuicdo trimodal apresenta 3 modas e uma distribuicdo multimodal apresenta multiplas modas.
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Por outro lado, também é possivel que uma distribuicdo nao tenha moda, o que ocorre todos os resultados
da variavel sdo equiprovaveis, como é o caso do lancamento de uma moeda equilibrada e de um dado
equilibrado, como ilustrado abaixo.

Distribuicao de Probabilidades
Dado Equilibrado

20,0%

15,0%

10,0%

5,0%

0,0%
1 2 3 4 5 6

Nessa situacao, a distribuicdo é dita amodal.

Propriedades da Moda
Nesta secao, veremos propriedades da moda, sendo X uma varidvel aleatdria e kK uma constante real.
i) Mo(k.X) = k.Mo(X)
Quando uma varidvel X é multiplicada por uma constante k, a sua moda é igual k vezes a moda de X.
Considerando o exemplo dos saldrios dos funcionarios, se os saldrios dobram, a nova moda também serd o
dobro da moda anterior.
Para ilustrar, vamos considerar novamente os seguintes valores de saldrio, em mil reais:
X={1,2,2,2,3,5,7,7,10, 11}
Podemos observar que a moda é igual a 2 mil reais. Duplicando os salarios de todos os funcionarios, temos:
2.X={2,4,4,4,6, 10, 14, 14, 20, 22}

E a nova moda é igual a 4 mil reais, que é o dobro da moda anterior.

A mesma propriedade vale quando dividimos a variavel pela constante, isto é:

Xy _ Mow)

MO(E k

Ou seja, se cada salario fosse dividido por 2, entdo a moda também seria dividida por 2: passaria de 2 mil
reais para mil reais.
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ii) Mo(X+k)=Mo(X)+k

Quando somamos uma constante k a uma variavel X, a sua moda é acrescida da mesma constante k.

Em relacdo ao exemplo dos saldrios dos funcionarios, se ha um aumento de 3 mil reais no salario, a moda
também terd esse mesmo aumento: passard de 2 mil reais para 5 mil reais.

Para ilustrar, sabendo que os saldrios originais eram X={1, 2, 2, 2, 3,5, 7, 7, 10, 11}, com um aumento de 3
mil reais, eles passardo a ser:

X+2=1{4,5,5,5, 6, 8, 10, 10, 13, 14}
Podemos observar que a nova moda €, de fato, de 5 mil reais.
A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
Mo(X—k) =Mo(X) — k

Ou seja, se cada funcionario recebesse uma redugao de mil reais do seu saldrio, entdao a moda também seria
reduzida em mil reais: passaria de 2 mil reais para mil reais.

%

4 RESUMINDO

i)  Mo(k.X) = k.Mo(X)

ii) Mo(X+ k) =Mo(X) tk

PRATICAR!

(FCC/2018 Prefeitura de Macapa/AP — Adaptada) A medida de tendéncia central que representa o valor
: com maior frequéncia na distribuicdo de uma amostra € a

: a) média amostral.
: b) variancia.
: ¢) amplitude total.
d) mediana.
e) moda amostral.

{ Comentarios:
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: Amoda de uma amostra € o valor obtido com maior frequéncia.

: Gabarito: E.

(CESPE/2015 — Agente do Departamento Penitenciario Nacional)

qua'ntifiade didria frequéncia relativa
i de incidentes (V)

0 0,1

1 0,2

2 0,5

3 0,0

4 0,2

total !

Considerando os dados da tabela mostrada, que apresenta a distribuicao populacional da quantidade diaria
: de incidentes (N) em determinada penitenciaria, julgue o item que se segue.

A moda da distribuicdo de N é igual a 4, pois esse valor representa a maior quantidade diaria de incidentes
: que pode ser registrada nessa penitencidria.

Comentarios:
: A moda é o valor com maior frequéncia relativa, que é igual a 0,5.
: Essa frequéncia estd associadaa N =2, entdo amoda é N = 2.

Gabarito: Errado.

: (CESPE/2018 — Departamento de Policia Federal)

X (gquantidade
didiria de drogas 10
apreendidas, em kg)

P
(=]

18

Frd
It
Fod
o

Tendo em vista que, diariamente, a Policia Federal apreende uma quantidade X, em kg, de drogas em

: determinado aeroporto do Brasil, e considerando os dados hipotéticos da tabela precedente, que apresenta
: os valores observados da varidvel X em uma amostra aleatdria de 5 dias de apreens&es no citado aeroporto,
: julgue o préximo item.

: A moda da distribuicdo dos valores X registrados na amostra foi igual a 22 kg.

: Comentarios:

: A moda de uma amostra é o valor obtido com maior frequéncia. No caso, foram apreendidos 22kg em 2 dias,
: enquanto as demais quantidades foram apreendidas em um unico dia somente.

i Gabarito: Certo
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Mediana

A mediana de uma variavel é o valor que divide a distribuicido em duas partes com mesma probabilidade,
de modo que a probabilidade dos valores menores ou iguais a mediana é igual a 50% e a probabilidade dos
valores maiores ou iguais a mediana é igual a 50%.

Para ilustrar, o grafico replicado a seguir representa a distribuicdo de probabilidades do dado viciado que
vimos anteriormente.

Distribuicdao de Probabilidades

Dado Viciado
30%
20% 25%  25%
20%
10% 15% l l
" -
- i Il W
1 2 3 4 5 6

Podemos observar que a mediana esta entre X=4 e X =5, pois a probabilidade associada aos valores menores
ou iguais a 4 é de 50% e a probabilidade associada aos valores maiores ou iguais a 5 é igual a 50%.

Por convencdo, quando a mediana esta entre 2 valores, consideramos a média aritmética desses valores:

4+5
Md=T=4,5

Agora, vamos considerar o exemplo em que somamos os resultados do lancamento de duas moedas,
conforme o grafico replicado a seguir:

X=X, +X,

0,6
0,5
0,4
0,3

0,2
0,1
0 1 2

0

Neste caso, temos 25% menor que 1 e 75% menor ou igual a 1; por outro lado, também temos 25% maior
gue a e 75% maior ou igual a 1. Ainda assim, a mediana sera igual a 1. Afinal, ndo faz sentido ela ser igual a
Oenemiguala 2.

Entdo, vamos ajustar a defini¢cdo: a probabilidade dos valores menores ou iguais a mediana é de pelo menos
50%; e a probabilidade dos valores sdo maiores ou iguais a mediana também é de pelo menos 50%.
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Propriedades da Mediana

As propriedades da mediana que veremos nesta se¢do sao as mesmas das propriedades da moda que vimos
anteriormente.

i) Md(k.X) = k.Md(X)
Quando uma variavel X é multiplicada por uma constante k, a sua mediana é igual k vezes a mediana de X.

Considerando o exemplo dos salarios dos funciondrios, se os saldrios dobram, a nova mediana também serd
o dobro da mediana anterior.

Para ilustrar, vamos considerar o mesmo exemplo dos salarios, mas agora vamos analisar a tabela de
distribuicao de probabilidade da varidvel X={1, 2, 2, 2, 3,5, 7, 7, 10, 11}:

X | P(X=x)
1 | 10%
2 | 30%
3 | 10%
5

7

10%
20%
10 10%
11 10%

Podemos observar que a mediana esta entre 3 e 5, pois 50% dos valores sao menores ou iguais a 3 e 50%
dos valores sdo maiores ou iguais a 5, de modo que a mediana é, por convengao:

3+5
Md(X) = ~—— =4

Duplicando os salarios de todos os funcionarios, temos s seguinte tabela de distribuicdo de probabilidade:

2.X | P(X=x)
2 | 10%
4 | 30%
6 | 10%
10 | 10%
14 | 20%
20 | 10%
22 | 10%

Agora, a mediana esta entre 6 e 10, pois 50% dos valores sdo menores ou iguais a 6 e 50% dos valores sao
maiores ou iguais a 10, de modo que a nova mediana é:

6+ 10
Md(2.X) = =8
2
Que é o dobro da mediana anterior.
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A mesma propriedade vale quando dividimos a variavel pela constante, isto é:

E)_M

Md(k Tk

Ou seja, se cada saldrio fosse dividido por 2, entdo a mediana também seria dividida por 2: passaria de 4 mil
reais para 2 mil reais.

i) Md(X+k)=MdX)+k
Quando somamos uma constante k a uma variavel X, a sua mediana é acrescida da mesma constante k.

Em relagao ao exemplo dos saldrios dos funcionarios, se ha um aumento de 3 mil reais no saldrio, a mediana
também terd esse mesmo aumento: passara de 4 mil reais para 7 mil reais. Vejamos:

X+3 | P(X=x)
4 10%
5 30%
6 10%
8 10%
10 20%
13 10%
14 10%
E a nova mediana esta entre 6 e 8:

6+8
Md(X +3)=——=7

A mesma propriedade vale quando subtraimos a varidvel pela constante, isto é:
Mo(X—k) =Mo(X)—k

Ou seja, se cada funcionario recebesse uma reducao de mil reais do seu salario, entdo a mediana também
seria reduzida em mil reais: passaria de 4 mil reais para 3 mil reais.

%

'gg RESUMINDO

i) Md(k.X) = k. Md(X)
i) MdX+tk)=MdX)+k
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HORA DE

PRATICAR!

| (CESPE/2020 — ME) Considerando que R representa uma variavel quantitativa cuja média, mediana e :
E variancia sdo, respectivamente, iguais a 70, 80 e 100, e que U = % — 7, julgue o préximo item, acerca das
: varidveis U e R.
A mediana de U é negativa.
Comentarios:
De acordo com as propriedades da mediana que vimos, a mediana de U = 1% — 7 é dada por:
R Md(R :

. Md(U)—1—0—7— 18)—7
O enunciado informa que a mediana de R é Md(R) = 80, logo a mediana de U é:
Md(U)=@—7=8—7=1

: 10 :
: Ou seja, a mediana € positiva.
.E?PE‘.'T!T‘.‘.’....E..’.T?PE'.‘.’. ...............................................................................................................................................................
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FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA

A funcgao de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatdria (ou simplesmente f.d.a ou funcdo de
distribuicdo) apresenta a probabilidade acumulada de todos os valores menores ou iguais a determinado
valor x.

&)

TOME

NOTA!

F(x)=PX<x)

Ou seja, equivale a soma de todas as probabilidades menores ou iguais ao valor x.

Por exemplo, no experimento de lancar um dado, a probabilidade de cada uma das faces, numeradas de 1 a
1 . ~ e . . -

6, é pe Assim, o valor da funcdo de distribuicdo acumulada para X = 1 equivale a probabilidade de X =1, uma

vez que nao ha valor menor:

F(1)=P(XS1)=P(X:1)=%

Para X = 2, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de X=1e de X = 2:

F2)=PX<2)=PX=1+PX=2)

N -

1
F(2)=g+ g

Para X = 3, temos a soma das probabilidadesde X=1,X=2e X=3:

FB)=PX<3)=PX=1)+PX=2)+P(X =3)

F3)==+-+

N =
=
o w

=

E assim sucessivamente.

Alternativamente, podemos somar a probabilidade no ponto x a funcao de distribuicao acumulada no
ponto anterior. Dessa forma, a funcdo de distribuicdo acumulada para X = 3 é calculada como:

+

3
6

(o N
NN

FR)=PX<3)=PX=3)+F(2) =
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Para X =4, temos:

F4A)=PX<4)=PX=4)+F3)==+

| w
|

1
6

E assim por diante.

Também podemos calcular os valores da f.d.a., incluindo uma nova coluna na tabela da distribuicdo de
probabilidade. Para preenché-la, basta somarmos o valor da fun¢do acumulada acima (valor de X anterior),
com o valor da probabilidade da linha em questdo (valor de X atual), como ilustrado pelas setas para F(3).

X P(X =x) F(x)=P(X <x)
1 1/6 1/6
2 1/6 2/6
3 e + C /e
4 e Yo
5 1/6 5/6
6 1/ %6

Algumas questbes de prova apresentariam essa f.d.a. da seguinte forma:

( O,sex<1
1/6,selsx<2

1/3,seZSx<3
F(x)=<1/2,seSSx<4
2/3,se4Sx<5

~~

5/6,se5Sx<6
\ 1,sex>6 /

Também podemos calcular a fungao de distribuicdo acumulada para uma amostra, chamada de distribuicao
amostral ou empirica acumulada. Nessa situacao, substituimos as probabilidades pelas frequéncias
relativas observadas na amostra.

De maneira geral, a fungdo acumulada de uma varidvel aleatdria X (discreta ou continua) apresenta as
seguintes caracteristicas:

i) F é ndo decrescente, porque as probabilidades sao sempre somadas.
i) Por ser uma probabilidade, a f.d.a. também assume valores somente entre O e 1:
0<F(x)<1
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()

FIQUE

ATENTO!

A funcgdo de distribuicdo acumulada F(x) é definida em toda a reta real, ou seja, ela pode
ser calculada para qualquer valor de x.

Isso significa que a funcdo de distribuicdo ndao assume valores apenas nos pontos dos possiveis resultados
da variavel. Utilizando o mesmo exemplo do dado, podemos calcular o valor da fungdo de distribuicdo em
outros pontos diferentes de X=1,X=2,X=3,...,, X=6.

Por exemplo, para X = 0,5, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou
iguais a 0,5. Como o menor valor possivel é X = 1, entdo a probabilidade acumulada até X = 0,5 é nula:

F(05) =P(X<05) =0

De forma geral, podemos dizer que, para os valores de x menores que o menor valor
possivel da variavel (no exemplo do dado, para x< 1), o valorda f.d.a. é F(x) = 0.

Para X = 8,1, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou iguais a 8,1.
Como o maior valor possivel é X = 6, entdo a probabilidade acumulada até X = 8,1 é igual a probabilidade
acumulada até X = 6, isto é, a probabilidade de todo o Espagco Amostral:

F(81) =P(X<81)=PX<6)=1

De forma geral, podemos dizer que, para os valores de x maiores ou iguais ao maior valor
possivel da variavel (no caso do dado, para x > 6), o valor da f.d.a. é F(x) = 1.

Para X = 4,7, a f.d.a. corresponde a soma das probabilidades de todos os valores menores ou iguais a 4,7.
Como as faces do dado sdo valores inteiros, a probabilidade acumulada até X = 4,7 é igual a probabilidade
acumulada até X = 4:

4
F(45) =PX <45 =PX<4) = 3
Similarmente, para X =5,3, a f.d.a. corresponde a probabilidade acumulada até X = 5:

F(53) = P(X <53) = P(X < 5) = 2

A f.d.a. pode ser calculada para qualquer valor de x, mas os seus valores serdo alterados
somente nos pontos dos possiveis resultados da variavel.

I
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Para o nosso exemplo do dado, os valores da f.d.a. serdo alterados somente para X=1,X=2,X=3,..,X=6.
Veja, no grafico abaixo, como a f.d.a. da saltos para esses valores de x.

100%

83,33%

66,67%

50,00%
33,33% I

16,67%

0,00%
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

O tamanho de cada “salto” no gréfico da f.d.a. corresponde a probabilidade em cada ponto x. Nesse
exemplo, os “saltos” sao todos iguais, pois os valores de X sao todos equiprovaveis.

Para o exemplo do dado viciado, temos a seguinte f.d.a.:

y P(Y =y) Fly)=P(Y <y)
1 0,05 0,05
2 0,10 0,15
3 0,15 0,30
4 0,20 0,50
5 0,25 0,75
6 0,25 1,00

Assim, o grafico da f.d.a. para o dado viciado é:

|
-
v

Observe que os “saltos” apresentam tamanhos diferentes, uma vez que as probabilidades ndo sdo todas
iguais.
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Sabendo que esses "saltos" representam as diferen¢as da funcdo acumulada em cada ponto, é possivel
percorrer o caminho inverso, ou seja, calcular a probabilidade P (X = x) de cada ponto, pela diferenga entre
o valor da f.d.a. no ponto e o valor da f.d.a. no ponto anterior.

Por exemplo, para um dado equilibrado, a probabilidade da face X = 4 pode ser calculada pela diferenca
entre os valores da f.d.a. nos pontos X=4e X =3:

PX=4)=FM4)—-FQ) =

N
|
ol w
=

Para o nosso exemplo do dado viciado, temos:

P(Y=4)=F4)-F(3)=05-03=0,2

E possivel calcular, ainda, a probabilidade de um intervalo de valores, a partir da f.d.a. Para o nosso exemplo
do dado equilibrado, a probabilidade do intervalo P(2 < X < 5) pode ser calculada pela diferenca entre a
f.d.a. parax=5eaf.d.a. parax=2:

PR<X<5)=FGB)-FQ2)==—=-=

3
6

o v
N

Mas, paraisso, é importante verificar se a igualdade esta ou ndo contemplada em cada extremo do intervalo.
A diferenca entre a f.d.a. no ponto X =5 e a f.d.a. no ponto X = 2 fornece a probabilidade de a face do dado
ser maior que 2 e menor ou igual a 5.

F(5)—F(2)=P(X<5)—-PX<2)=P2<X<5)

Isso porque, no ponto X =5, a f.d.a. contempla a probabilidade para todo valor menor ou igual a 5 e no ponto
X = 2, ela contempla a probabilidade para todo valor menor ou igual a 2. Logo, quando subtraimos esta da
primeira, teremos a probabilidade de todo valor menor ou igual a 5 e maior que 2.

)

v TOME
NOTA!

De maneira geral, para a < b, temos:

F(b) —F(a)=P(a<X<b)

Se precisarmos de um intervalo de uma forma diferente, precisaremos adapta-lo para que fique dessa forma.

I
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&%

FIQUE

ATENTO!

Se o extremo inferior estiver contemplado no intervalo, ou seja, se o intervalo for:
P(a<X<bh)

fazemos a adaptacdo buscando um valor menor que a como novo extremo inferior, o qual
ndo estard contemplado no novo intervalo.

No exemplo do dado, se a face 2 estiver contemplada no intervalo, ou seja, se o intervalo
for 2 < X <5, entdo fazemos a adaptacdo, subtraindo 1 unidade do extremo inferior, o
qualserd2-1=1:

P2<X<5=P(1<X<5)=F(5)-F(1)

P2<X<5)=

alun
o=
o |

Por outro lado, se extremo superior ndo estiver contemplado no intervalo, ou seja, se o
intervalo fora < X < b, entdo fazemos a adaptacdo buscando um valor menor que b como
novo extremo superior, o qual estara contemplado no novo intervalo.

Por exemplo, se a face 5 ndo estiver contemplada, ou seja, se o intervalo for 2 < X < 5,
fazemos a adaptacao, subtraindo 1 unidade do extremo superior, o qual serd 5—-1 = 4:

P2<x<5 =P2<x<4)=F(4) —-F(2)

_ 2

P(2<x<5)=%—

N

Se ointervalo for daformaa < x < b, faremos as duas adaptagdes, ou seja, buscamos um
valor menor que a e um valor menor que b:

P2<x<5=P1<X<4)=F@4)-FQ) =

[N
[N
o lw
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PRATICAR!

(FGV/2018 ALERO) Uma varidvel aleatdria discreta X tem funcdo de probabilidade dada por:

x | 2]-1] 0] 1
p(x)[01]/02]03 04

Se F(x) representa a funcdo de distribuicdo de X, V x real, entdo F(-0,8) é igual a

a)0,3.

b) 0,4.

c)0,5.

d) 0,6.

e) 1,0.

Comentarios:

A funcdo acumulada F(-0,8) corresponde a probabilidade P(X < -0,8), que nesse caso € igual a soma das
: probabilidades P(X = -2) + P(X = -1):

: F(-0,8) =P(X < —08)=P(X =-2)+P(X =—-1) =0,1+0,2 = 0,3
Gabarito: A

: (FGV/2015 - TJ/RO) A funcdo distribuicdo de probabilidade acumulada da variavel “nimero de anos de
: experiéncia de magistrados” de um dado tribunal é dada por:
Anos(X) O 5 10 15 25 35

F(x) 0 0,30 048 0,69 085 1

: Entdo, a probabilidade de que um magistrado escolhido ao acaso tenha experiéncia maior do que cinco anos :
: @ menor ou igual a 15 anos é igual a:

: a) 0,39.
: b)0,45.
c) 0,48.
 d)0,57.
e) 0,61.
Comentarios:

A probabilidade de P(5 < X < 15) é igual a diferenga entre os valores da fungao acumulada F(15) — F(5), uma
: vez que o intervalo ndo precisa ser adaptado, pois o extremo superior estd contemplado e o inferior, ndo:

: P(5<X<15)=P(X<15) —-P(X<5)=F(15) —-F(5) =0,69—-0,30 =0,39
Gabarito: A
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(FGV/2017 MPE/BA) Considere a varidvel aleatéria do tipo discreta(X), relativa as fases de andamento de
: um processo podendo assumir apenas trés valores numeéricos 1, 2 ou 3, conforme o mesmo esteja em
conhecimento, liquidagdo ou execugdo, respectivamente. Se F(.) é a func¢do distribuicdo acumulada
: correspondente, com F(1,17) = 0,15 e F(2,76) = 0,45. Entdo é verdadeiro que

i a)P(X>1,9)=0,75e P(X<2,5) = 0,60.

b) P(X<2,70)< 0,45 e P(X>1,5) =0,85.

| ¢)P(X=1)=0,15 e P(X = 2) = 0,30.

| d) P(X=3)=0,55 e E(X) = 2,70.

e) P(1,44<X<3)=0,85e Mo(X) =3

Comentarios:

O enunciado informa que ha apenas trés valores possiveis: X=1, X =2 ou X = 3.

: Para conhecermos as probabilidades de cada valor, o enunciado informa os valores que a funcdo de
: distribuicdo acumulada assume:

:e F(1,17)=P(X<1,17) = 0,15.
: O Unico valor menor ouigual a 1,17 é o valor X = 1. Ou seja:
P(X<1,17)=P(X=1)=0,15
Assim, concluimos que:

P(X=1)=0,15

e F(2,76) =P(X < 2,76) = 0,45.
. Os valores menores ou iguaisa 2,76 sdo X=1e X =2, ou seja:
P(X < 2,76) =P(X=1) + P(X=2) = 0,45
Sabemos que P(X =1) = 0,15, logo:
P(X < 2,76) = 0,15 + P(X = 2) = 0,45
P(X=2)=0,30

Isso nos permite concluir que a alternativa C esta correta, mas vejamos as demais alternativas.
Em relacdo a alternativa A, o valor de P(X > 1,79) pode ser calculado como:
P(X>1,79)=1-P(X<1,79)=1-P(X=1)=1-0,15=0,85

E o valor de P(X < 2,5) é:

: P(X<2,5)=P(X=1)+P(X=2)=0,15 + 0,30 = 0,45

Logo, a alternativa A estd incorreta.

Em relacdo a alternativa B, o valor de P(X < 2,70) é:

P(X<2,70)=P(X=1) + P(X=2) = 0,15 + 0,30 = 0,45

Ou seja, P(X < 2,70) = 0,45 (ndo < 0,45).
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E o valor de P(X > 1,5) pode ser calculado como:
: P(X>1,5)=1-P(X<15)=1-P(X=1)=1-0,15=0,85 '
A segunda parte esta correta, mas a alternativa B estd incorreta, porque a primeira parte é falsa. ;
Em relacdo a alternativa D, o valor de P(X = 3) é:

: P(X=3)=1-P(X=1)-P(X=2)=1-0,15-0,30 = 0,55

E o valor da esperanca é:

: E(X) = 1x0,15 + 2x0,30 + 3x0,55 = 0,15 + 0,60 + 1,65 = 2,40

A primeira parte esta correta, mas a alternativa D estd incorreta, porque a segunda parte é falsa.
Em relagdo a alternativa E, o valor de P(1,44 < X < 3) é:

: P(1,44<X<3)=P(X=2)=0,30

E a moda de X (valor com maior probabilidade) é, de fato, Mo(X) = 3.

A segunda parte esta correta, mas a alternativa E esta incorreta, porque a primeira parte é falsa. '

Gabarito: C

[
L

Quartis e Mediana

A partir da funcdo de distribuicdo acumulada, podemos calcular a mediana da distribuicdo. A mediana é,
assim como a esperancga e a moda, uma medida de tendéncia central, mas também uma medida separatriz,
ou seja, que separa a distribuicdo em partes iguais.

Ela divide a distribuigdo em 2 partes iguais, de forma que 50% das observagdes figuem abaixo dessa medida
e 50% das observagdes fiquem acima. Portanto, a mediana é o valor de X para o qual a f.d.a. é igual a 50%.

(o)

v

F(xMediana) =50%=0,5

TOME

NOTA!

Outras medidas separatrizes sdo os quartis da distribuicdo (Q1, Q2 e Q3), os quais dividem a distribuicdo em
4 partes iguais.

O primeiro quartil (Q1) deixa 25% das observacdes abaixo e 75%, acima; o segundo quartil (Q2) deixa 50%
das observagGes abaixo e 50%, acima; e o terceiro quartil (Q3) deixa 75% das observagdes abaixo e 25%,
acima. Note que a mediana equivale ao segundo quartil!
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Assim, os valores da f.d.a. no primeiro, no segundo e no terceiro quartis sao:
F(xg1) = 25% = 0,25
F(xQz) = F(xMed) = 50% = 0,5

F(xg3) = 75% = 0,75

Para as varidveis discretas, pode ndo ser possivel encontrar valores para x que separem a distribuicdo
exatamente nesses percentuais. Nesses casos, devemos encontrar os valores de X para os quais a f.d.a.
apresenta valores maiores (ou iguais) a esses percentuais:

F(xg2) = F (Xpea) = 50%

F(xgs3) = 75%

Para ilustrar, replicamos a tabela com os valores da f.d.a. (em percentual) para o langcamento do dado:

F(x)=P(X<x)
16,7%
33,3%

50%
66,7%
83,3%
100%

O U1 B W N =R

Podemos observar que ndo ha um valor de X para o qual a f.d.a. é exatamente igual a 25%. Por isso,
escolhemos a probabilidade imediatamente superior, qual seja, de 33,3%, associada a X = 2. Com isso,
concluimos que o primeiro quartil é:

.XQ1=2

Também observamos que nao ha um valor de X para o qual a f.d.a. seja exatamente igual a 75%. A
probabilidade imediatamente superior é de 83,3%, associada a X = 5. Logo, o terceiro quartil é

xQ3:5

Em relacdo a mediana, podemos observar que a f.d.a. para X = 3 é exatamente F(3) = 50%. Isso significa
que Xpeq = 3 € um possivel valor para a mediana. Entretanto, esse ndao é o unico valor.
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Lembra que a funcdo acumulada é definida para qualquer valor de x? Pois é! Para todos os valores de x que
pertencem ao intervalo [3,4)%, temos F(x) = 50%.

Sendo assim, podemos dizer que quaisquer desses valores sao a mediana, inclusive o préprio 4. Entretanto,
por convencgdo, normalmente consideramos o valor médio desse intervalo como a mediana:

344
Xy === =35

Além dos quartis, ha outros quantis, que dividem a distribuicao em partes iguais, como os decis, que dividem
em 10 partes iguais, e os percentis, que dividem em 100 partes iguais.

Calculamos esses quantis da mesma forma, a partir da funcdo de distribuicdo acumulada.

HORA DI

PRATICAR!

: (CESPE/2015 — Agente do Departamento Penitenciario Nacional)

Quantidade didria | Frequéncia
de incidentes (N) relativa

0 0,1

1 0,2

2 0,5

3 0,0

4 0,2

Total 1

Considerando os dados da tabela mostrada, que apresenta a distribuicdo populacional da quantidade didria
: de incidentes (N) em determinada penitenciaria, julgue o item que se segue. :

: O segundo quartil da distribuicdo das quantidades didrias de incidentes registradas nessa penitenciaria é
: igual a 2. :
: Comentarios:

: A mediana é calculada a partir da fungdo de distribuicdo acumulada, cuja tabela consta a seguir:

! Utilizamos o paréntesis, ou o colchete voltado para fora, para indicar que o intervalo é aberto naquele extremo, o que significa
que o extremo nao esta incluido no intervalo.

Utilizamos o colchete voltado para dentro para indicar que o intervalo é fechado naquele extremo, o que significa que o extremo
esta incluido.

Assim, a expressado [3,4) equivale a [3,4] e representa o intervalo 3 < X < 4.
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X P(x) F(x)
0,1 0,1
1 0,2 0.3
2 0,5 0,8
3 0,0 0,8
4 0,2 1

Nesse exemplo, ndo temos nem um valor de X para o qual o valor de F(x) seja exatamente igual a 0,5. O valor
: imediatamente superior a 0,5 é de 0,8, o qual esta associado ao valor X = 2. Logo, o segundo quartil (ou :
: mediana) é xpeq = 2. :

: Gabarito: Certo.

: (FCC/2014 — TRT 192 Regido) Seja F(x) a funcdo de distribuicdo da varidvel X que representa o numero de !
: trabalhadores por domicilio em uma determinada populagdo. Se: :

0,00 sex <0
0,10 se0<x<1
0,25 sel<x<?2
0,50 se2<x<3
0,80 se3<x<4
1,00 sex =4

: entdo, o numero médio de trabalhadores por domicilio subtraido do nimero mediano de trabalhadores por :
: domicilio é igual a :

: a) 0,15
b) 0,10
c) 0,25
d) -0,15
e) -0,50

F(X) =

Comentarios:
: A média (ou valor esperado) de trabalhadores por domicilio é dada pela férmula:

E(X) = in.P(xi)

L

: Para aplica-la, precisamos dos valores de probabilidade, a serem calculados a partir dos valores da funcdo :
: de distribuicdo acumulada: :

P(X=0)=F(0)=0,10
PX=1)=F()-F(0)=025-0,10 = 0,15
PX=2)=F(2)—-F(1)=050-0,25=0,25
P(X=3)=F@3)—-F(2)=080-0,50=0,30

PX=4)=F4)—-F(3)=1-08=0,20
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Assim, a média é dada por:
: EX)=0XxPX=0)4+1xPX=1)+2XPX=2)+3XPX=3)+4xP(X =4)
E(X)=1x0,15+2x0,25+3x0,30 +4 % 0,20
E(X) =0,15+ 0,50 + 0,90 + 0,80 = 2,35
A mediana é calculada a partir da fungao de distribuicdo acumulada. Pelo enunciado, podemos observar que
i F(x) = 50% para x € [2,3). Por convengdo, temos:
: 2+3
. Xy = — =25
A diferencga entre a média e a mediana é:

: E(x) —xy =235-25=-0,15
Gabarito: D

s
L
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VARIANCIA E DESVIO PADRAO

Nesta secdo, veremos medidas de dispersdo (ou variabilidade), que representam o quanto os elementos
desviam em relacdo a média.

Variancia

O desvio de um elemento x em relagdo a média u é a diferenga entre os seus valores:
Desvio=x—pu

Entretanto, ao somar os desvios de todos os elementos do conjunto, os desvios positivos (x > 1) anulam os
desvios negativos (x < u), de modo que o resultado seria zero, tendo vista a propria definicgao de média.

Para ilustrar, vamos supor o seguinte conjunto de nimeros {1, 1, 1, 1, 3, 7, 7}. A média desse conjunto é:

1+1+1+1+3+7+7 21
u= 7 =7=3

A soma dos desvios em relacdo a média é:
Soma Desvios=(1-3)+(1-3)+(1-3)+(1-3)+B-3)+((7—-3)+(7-3)
Soma Desvios =—2—-2—-2—-2+0+4+4=0
Assim, para que possamos somar os desvios, precisamos eleva-los ao quadrado antes.

Desvio quadrado = (x — pu)?

A variancia é, portanto, definida como a média do quadrado dos desvios. Assim, em um conjunto de
elementos, somamos o quadrado de todos os desvios e dividimos pela quantidade N de elementos, para
obtermos a variancia, que pode ser indicada como o?:

2 Y (x — w)?
- N

Para o nosso exemplo, temos:

_(1—3)2+(1—3)2+(1—3)2+(1—3)2+(3—3)2+(7—3)2+(7—3)2

2
d 7

:(—2)2+(—2)2+(—2)2+(—2)2+(0)2+(4)2+(4)2:4+4+4+4+0+16+16:§

2
o 7 7 7
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Em relacdo aos elementos repetidos, podemos multiplica-los pela sua frequéncia.

Em outras palavras, podemos calcular a variancia, somando os produtos dos desvios quadrados
multiplicados pela sua frequéncia relativa:

4 1 2 4 1 2
2 - (1-3)2x~ —3)?2 x = —3)2 %2 =(=2)2 x - 25 = 292
o’ =(1-3) 7+(3 3) 7+(7 3) - (=2) 7+(0) 7+(4) -

b 0oy 21643248
o EERy 77 7 "7

Genericamente, essa segunda forma de obter a variancia pode ser representada pela seguinte férmula, em
que f, é a frequéncia relativa:

02=z(x—u)2><fr

Para uma variavel aleatdria, a variancia é calculada de maneira similar, porém, em vez da frequéncia relativa,
utilizamos a probabilidade para cada valor x.

&

) 4

o2 =Y (x — w? x P(x)

TOME

NOTA!

A variancia da varidvel aleatéria X pode ser denotada também por V(X) ou Var(X).

Vamos, entdo, calcular a variancia para o nosso exemplo do dado equilibrado, em que os valores da variavel
~ - 1 .
sdo{1,2,3,4,5,6} com probabilidade P(X = x) = - para todos os elementos e média u = 3,5.

1 1 1 1 1 1
2 _ 2 — _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
c?=(1-35) .6+(2 3,5) .6+(3 3,5) .6+(4 3,5) .6+(5 3,5) .6+(6 3,5) g

1 1 1 1 1 1
0% = (_2’5)2'8 + (_1’5)2'8 +(-=0,5)2%.=+(0,5)% =+ (1,5)%.—+ (2'5)2'5

6 6 6
2 625><1+225><1+025><1+025><1+225><1+625><1 175><1 35
0- = ) - ) - ) - ) - ) - ) - = ) - ===
6 6 6 6 6 6 6 12
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A esperanga de uma varidvel X é a soma dos produtos de cada valor de X pela sua
probabilidade:

EX)=YxXP(X =x)
Se substituirmos x por (x — 1)?, obtemos justamente a férmula da variancia:
EX—w?=Y(x—p?*xP(X =x)

Por isso, dizemos que a varidncia de uma varidvel aleatéria é a esperanga dos quadrados
dos desvios:

o’ = EX — w*

A variancia também pode ser calculada da seguinte forma:

&)

TOME

NOTA!

0.2 — E(XZ) _ ”2

Considerando que 4 = E(X), podemos escrever essa formula como:
o’ = E(X?) - [E(X))?

O termo E(X?) representa a esperanca dos valores da variavel aleatéria X, elevados ao quadrado, isto é, o
produto de x? pela sua probabilidade:

E(X?) = Z x2x P(X =x)

Vamos calcular a variancia para o exemplo do langamento do dado, utilizando a segunda férmula:

o2 = E(X?) — 12
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O primeiro termo dessa formula é:

E(X?) = sz X P(X = x)
E(X?) = (1)2% + (2)2% + (3)2% + (4)2% + (5)2% + (6)2%

E(Xz)—11+41+91+161+251+361—%
76 6 76 6 6 6 6

O segundo termo dessa formula (em fragao) é:

7
ue=(3,5) > 2
A variancia é dada pela diferenga:

2 —

o —_— —_——

91 49 182 147 35
6 4 12 12 12

Para essa segunda forma de cdlculo, podemos utilizar, como apoio, a tabela de distribuicdo de probabilidade,
com os valores de x e P(X = x), acrescentando duas colunas, uma com o valor da varidvel ao quadrado, x?,
e outra com o produto x2. P(X = x).

A soma da Ultima coluna serd o resultado de E(X?).

x P(X =x) x? x2.P(X =x)

1 1/6 1 1/6

2 1/6 4 4/6

3 1/6 9 9/6

4 1/6 16 16/6

5 1/6 25 25/6

6 1/6 36 36/6
E(X?) = 91/6

proc 53 |entoe
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'4 RESUMINDD

Para calcular a variancia, seguimos os seguintes passos:

i) Calcular a média: 1 = E(X) = X; x;. P(x;);

ii) Elevar a média ao quadrado: y?;

iii) Elevar os valores de X ao quadrado e multiplicd-los pela probabilidade: x2. P(X = x);
iv) Somar os resultados do passo iii para calcular E(X?) = X;(x;)%. P(x;);

v) Calcular a variancia pela diferenga (iv) — (ii): 02 = E(X?) — 2.

Cuidado para ndo esquecer o Ultimo passo. Ou seja, ndo pense que o resultado do passo iv, E(X?), é a
variancia.

©

Chamamos E(X?) de segundo momento (ou momento de segunda ordem) da variavel
aleatéria. Também podemos chamar a variancia de segundo momento central (ou
momento central de segunda ordem) da varidvel aleatéria.

HORA DE

PRATICAR!

(2017 DPE/PR)

©

Tabela - Distribuicao da varidvel aleatdria X

P(X)
0,42
0,25
0,18
0,08
0,07

U |w | m ==
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: Seja X uma varidvel aleatoria discreta, sua esperanca e variancia sdo respectivamente:

: a) Esperanca = 2,00 e Variancia = 2,13.
b) Esperanca = 2,13 e Variancia = 1,53
d) Esperanga = 1,00 e Variancia = 1,53
e) Esperancga = 2,13 e Variancia = 2,53

{ Comentarios:

Vamos utilizar novamente a tabela de distribuicdo de probabilidade fornecida para calcular os valores de :
= E(X) = ¥ix;. P(x;) e de E(X?) = ¥;(x;)% P(xy):

X PX) | xP(X) | x® | x2P(X)
1 0,42 0,42 1 0,42
2 0,25 0,50 4 1,00
3 0,18 0,54 9 1,62
4 0,08 0,32 16 1,28
5 0,07 0,35 25 1,75
Total | 1,00 | 213 - 6,07

Portanto, temos u = E(X) = 2,13, entdo, u? = 4,54; e E(X?) = 6,07.

: Assim, a variancia é:

0% =E(X?) —u?=6,07 — 4,54 =1,53

Gabarito: B

: (VUNESP/2014 - TJ/PA) Em uma locadora de automéveis a demanda didria € uma variavel aleatéria com a

seguinte distribuicdo de probabilidades:

Automaveis X;

Probabilidade

0,10

0,10

0,30

0,30

0,10

0,10

A variancia da demanda diaria é:
a) 1,85.

b) 1,5.

c) 1,25.

d) 1,0,

e) 0,85

Comentarios:

: A variancia pode ser calculada como:

V(X) = E(X?) — [ECO)?
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Vamos utilizar a tabela para calcular o valor de E(X):

Sabendo que E(X) é a soma de X;.P(Xi), temos:

X 0 1 2 3 4 5
P(Xi) 0,1 0,1 0,3 0,3 0,1 0,1
Xi.P(X) | 0x0,1=0 | 1x0,1=0,1 | 2x0,3=0,6 | 3x0,3=0,9 | 4x0,1=0,4 | 5x0,1=0,5

E(X)=0x01+1x01+2x03+3x03+4x01+5x0,1

Logo, o quadrado de E(X) é:

Agora, vamos calcular E(X?):

E(X)=0+01+06+09+04+05=25
[E(X)]? = (2,5)% = 6,25
X 0 1 2 3 4 5
(X 0°=0 12=1 2°=4 32=9 4°=16 5°=25
P(X) 0,1 0,1 0,3 0,3 0,1 0,1
(X%)2.P(X) | 0x0,1=0 | 1x0,1=0,1 | 4x0,3=1,2 | 9x0,3=2,7 | 16x0,1=1,6 | 25x0,1=2,5

Sabendo que E(X?) é a soma de X?2.P(Xi), temos:
: EX?)=0?°x0,1+12%x0,1+22%x0,3+32x03+4%2x0,1+5%2x%x0,1
E(X*)=0x01+1x014+4x%x03+9%x03+16x0,1+25x0,1
EX?)=0+014+12+27+16+25=381

i Assim, a variancia é:

Gabarito: A

{ (2019 -

V(X)=81-

6,25 =1,85

z

y

1

0 1

2

P&

0.3

0.1

02 0.3

0.5

: Pode-se afirmar que a variancia da varidvel aleatéria Z é igual a:

 2)2,64
 b)3,00
0)3,24
 d) 4,64
e) 2,84

{ Comentarios:

IF-PA) Uma variavel aleatdria discreta Z tem funcdo de probabilidade dada por:

: Vamos utilizar a tabela de distribui¢do de probabilidade fornecida para calcular os valores de u = E(Z) =
lel P(z;) e de E(Z%) = ¥i(z)? P(z;). Atente-se que a tabela abaixo estd em um formato dlferente
: daquele que vimos antes (estd transposta), para acompanhar a tabela do enunciado. :

(]
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Portanto, temos u = E(Z) = 0,6, entdo, u? = 0,36; e E(Z?) = 3,6.

Equipe Exatas Estratégia Concursos,

Aula 01 - Equipe Exatas

z -2 0 1 2 | Total
P(Z) 0,3 0,1 0,2 0,3 0,5 1
Z.P(2) -0,6 | 01 0 0,3 1 0,6
Z? 4 0 1 4 -
Z2P(2) | 1,2 0,1 0 0,3 2 3,6

: Assim, a variancia é:

0?2 =E(Z?) —u?*=3,6-10,36 = 3,24

Gabarito: C

: (FGV/2022 — SEFAZ/AM) Uma variavel aleatdria X tem a seguinte funcdo de probabilidade, sendo k uma

constante:

X

-2,0

-1,0

0,0

1,0

p(x)

0,2

0,1

0,4

0,1

A variancia de X é igual a:

:a)l,8
: b) 2,0

c) 2,2

: d)2,4
ie)2,6

Comentarios:

Para calcular a variancia, precisamos do valor de k e da esperanca.

Sabendo que a soma das probabilidades é igual a 1, o valor de k é dado por:

: Assim, a esperancga é:

EX)=(-2)x02+(-1)x014+0x04+1x0,1+2x0,2
E(X)=-04-01+0+01+04=0

02+01+04+01+k=1

k=1-08=0,2

: Agora, precisamos calcular os desvios de cada valor de x em relacdo a média (que serd igual ao préprio valor :

: Em seguida, multiplicamos cada quadrado pela respectiva probabilidade e somamos todos os resultados:

: da variavel) e elevar cada desvio ao quadrado.

V(X) = Z[X —E(X)]? X P(X = x)

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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: Esses calculos constam na tabela a seguir:

X 20]-10[00] 10] 2

p(x) 02]01]04]01]02

x - E(X) 2 a2alo| 1] 2

[x - E(X)]2 4 1 1] o] 1] 4
[x-EX))2p(x) | 08]01] 0 [ 01] 08

: A variancia é a soma dos resultados da ultima linha:

: V(X)=08+01+0+0,1+08=1,8
Gabarito: A

(2012 - Empresa de Pesquisa Energética) Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes. Sabendo-se que:
: E(X)=2; E(X?Y) = 8; E(XY?) = 6 e E ((XY)?) = 24, conclui-se que o valor da variancia de Y, Var (Y), é :

i a) 48

b) 24

c) 10

' d)3

e)2

Comentarios:

Sendo X e Y varidveis independentes, entdo vale a propriedade multiplicativa da esperanca:

' E(XY) = E(X).E(Y)

Sabendo que E(X) = 2 e que E(XY?) = 6, entdo:

' E(X.Y?) = E(X).E(Y?) = 2.E(Y) = 6
E(Y?) =3

: Considerando esse resultado e sabendo que E((XY)?) = 24, ent3o:

: E((XY)?) = E(X2.Y?) = E(X?).E(Y?) = E(X?).3 =24
E(X2) =8

: Considerando esse resultado e sabendo que E(X?Y) = 8, ent3o:

: E(X?Y) = E(X2).E(Y) = 8.E(Y) = 8
E(Y)=1

: Sabendo que E(Y?) = 3 e E(Y) = 1, podemos calcular a variancia, por:

: VAR (Y) = E(Y?) = [E(Y)]?=3-1=2

Gabarito: E

I

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - proc 58 entoe
www.estrategiaconcursos.com.br 134

©

https://t. me/kakashi_copiador



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro
Aula 01 - Equipe Exatas

Desvio Padrao

Ao utilizarmos os quadrados dos desvios, perdemos um pouco a noc¢do da grandeza dos resultados. Se
estivermos interessados na altura dos brasileiros, por exemplo, a média adulta masculina seria algo em torno
de 173cm e a varidncia, 400cm?, por exemplo. Analisando somente esses nimeros, ndo entendemos muito
bem o que 400cm? querem dizer.

Por isso, existe o conceito do desvio padrao, que representamos por g, D(X) ou DP(X), definido como a
raiz quadrada da variancia:

o = Vo?

Nesse exemplo hipotético, o desvio padrao seria de:

o =+v400 = 20cm

Ora, esse resultado é bem mais palatavel — ele indica que uma boa parcela da populacdo adulta masculina
tem altura entre 153cm e 193cm. Agora, o quanto uma “boa parcela” representa depende de alguns fatores.
Entdo, aguarde cenas dos préoximos capitulos!

. A . 2 35 . ~
Para o nosso exemplo da moeda equilibrada, em que calculamos a variancia - = 5 O desvio padrdo é a
raiz quadrada desse valor:

_ Ly,
9= 2=

Variancia e Desvio Padrao Amostrais

Podemos calcular a variancia e o desvio padrdo a partir de amostras, isto &, utilizar os dados obtidos em
amostras para estimar a variancia ou o desvio padrdao da populagdo de interesse.

Para isso, considerando uma amostra de tamanho n (isto é, com n observagGes), primeiro calculamos a
média da amostra, que denotamos por x:
_ XX
X=—
n

Para calcular a estimativa da variancia, que denotamos por s2, dividimos a soma do quadrado dos desvios
Y (x —x)?porn—1:

I

T(x=%)*
st =2
n—-1
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Observe que essa formula é bastante similar a varidncia populacional, com a seguinte diferenca: no calculo
da variancia populacional, dividimos pelo total da popula¢cdo N e, no cdlculo da variancia amostral (isto é,
para estimar a variancia, a partir dos dados da amostra), dividimos porn — 1.

Vamos supor que o conjunto que vimos anteriormente, {1, 1, 1, 1, 3, 7, 7}, represente os numeros observados
em uma amostra, obtidos a partir de determinada populagdo. Assim, para estimar a variancia da populagao,
a partir dessa amostra, utilizamos a féormula:

PG x)?

n—1
Ja calculamos a média desse conjunto: X = 3. Entdo a estimativa da variancia é:

~(1-3+(1-3+(1-3"+(1-3)"+B-3)"+(7-3)*+(7-3)°

2
s 7-1
,  (=2)7+(=2)"+(=2)" + (=2)* + (0)* + (D)* + (4)*
S =

6
, A4+4+4+4+0+16+16 48
ST = 6 = G =

‘P“EE‘TICAR‘.

"

(FCC/2015 — SEFAZ/PI — Adaptada) Julgue a seguinte afirmativa:

As amostras | e || dadas abaixo possuem a mesma variancia amostral igual a 10.

Amostral: 13579 Amostrall: 11131517 19 :
Comentarios:

Para calcular a variancia amostral da Amostra I, primeiro calculamos a média da amostra:

Yx 1+3+45+7+9 25

X; =

: n 5 5

Logo, a variancia amostral da Amostra | é dada por:

: , Sx-%)? :
n—1

, (1=52+B=52+(5-5%+(7-5)*+(9—5)? _16+4+0+4+16 40 _
5.° = = = =10
: 4 4 4
Para calcular a variancia amostral da Amostra Il, comecamos pelo calculo da média:

Tx_11+13+15+17+419 75 _

X, =

n 5 5
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A varidancia amostral da Amostral Il é, portanto, dada por:

; - (11 =152+ (13 —-15)? + (15— 15)? + (17 — 15)? + (19 — 15)? _
Sy = 4 =

B 16+4+O+4+16_40_

= 2 =7 =

i Portanto, as amostras | e Il possuem a mesma variancia amostral, igual a 10.

5,2

10

Resposta: Certo.

5
1

Propriedades

Agora, veremos as propriedades da variancia e do desvio padrao, que sdo aplicaveis tanto a variaveis
aleatodrias discretas, quanto a variaveis continuas.

Nos enunciados a seguir, consideramos X e Y varidveis aleatdrias e k uma constante real qualquer.
i) VX + k) =V(X)

Quando somamos uma constante k a uma variavel X, a varidncia de X ndo se altera.

Por exemplo, parak=2eV(X) = i—z a variancia de X + 2 sera:

V(X +2)=V(X) =%

Vamos entender o porqué disso, com base no exemplo do dado. Sabendo que a média é
u = 3,5, vamos replicar o inicio do calculo da variancia, pela primeira férmula:

V(X) =X —w?x P(X = x)
VX)) =(1-3522+(2-352:+(B—-352-+ 43522+ (5-35)%2+ (6 —35)% ¢
1 1 1 1 1 1
V(X) = (=25)%2+ (=1,5%2+ (0,52 =+ (0,5)% 2 + (1,5)%.2 + (2,5)%.2

Agora, vamos supor que Y represente um dado igualmente equilibrado, cujas faces variam
deY=3atéY =8. Ou seja, somamos k = 2 as faces do dado X:

Y=X+2={3,4,5,6,7, 8}

proc 61 |entoe
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A média (ou esperanca) de Y sera:
E(Y)=3x +4xi4+5x2+6x-+7x-+8x2=23=55
6 6 6 6 6 6
E a variancia sera calculada como:

VYY) =3- 5,5)2% +(4- 5,5)2.2 +(5— 5,5)2% +(6— 5,5)2% +(7- 5,5)2% +(8— 5,5)2.%
— 2 1 2 1 2 1 2 1 21 2 1
V()= (-2,5) .g+ (-1,5) .g+ (-=0,5) .g+ (0,5) .g+ (1,5) .g+ (2,5) -z
Observe que os desvios y — E(Y) sdo exatamente os mesmos de x — E(X), e as
probabilidades P(Y = y) sdo as mesmas de P(X = x). Como o cdlculo é o mesmo, o

resultado, isto &, a variancia, serd igual.

Isso acontece porque, ao somarmos a constante k = 2 aos valores de X, a média também
sofre esse mesmo acréscimo (essa é uma propriedade da esperanca):

EY)=EX+2)=EX)+2
Consequentemente, os desvios y — E(Y) sdo iguais aos x — E(X):
y—EW)=(x+2)—-[EX)-2]=x+2-EX)—-2=x—E(X)

Por isso, as variancias sdo iguais!

Essa propriedade vale também quando subtraimos uma constante k (trata-se da mesma propriedade, pois
podemos considerar que estamos somando —k):

VIX—k)=V(X)

~ 35 A .
Entdo, para esse mesmo exemplo de V(X) = T, @ variancia de X —4 sera:

VX —4)=V(X) =%

Por ser a raiz quadrada da variancia, que ndo se altera, o desvio padrdao também permanece o mesmo:
D(X + k) = D(X)

D(X — k) =D(X)

ii) V(k.X) = K2V (X)

Quando multiplicamos uma variavel por uma constante, a varidncia é multiplicada pelo quadrado dessa
constante.

I
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Por exemplo, parak=2eV(X) = i—;’, a variancia de 2.X sera:

35 35
— 22 = _— = —
V2.X) =22V(X) =4 =3

Vamos, novamente, entender o porqué disso, mas agora vamos supor que Y represente os
valores de X multiplicados por 3:

Y=3X
Pelas propriedades da esperanca, a média de Y serd multiplicada por 3:
E(Y) =E@B.X) =3 X EX)
E os desvios serdao multiplicados por 3:
y—EX)=G.x)—-[3.EX)] =3.[x — E(X)]

Ao elevarmos esses desvios ao quadrado, os resultados serdo multiplicados por (3)?2:

(y —EM)’ = B.[x — ECON? = 32 ([x — ECOD?

Por isso, a variancia é multiplicada pelo quadrado da constante!

Essa propriedade também vale para a divisdo por uma constante k (podemos considerar que estamos
. 1
multiplicando por ;):

/@)1

Ndo importa se k é positivo ou negativo, pois o seu quadrado sera sempre positivo.

Por exemplo, paraY = —)2—(, a variancia de X é dividida por (—2)% = 4. Sendo V(X) = i—z, teremos:
X V(Xx) 135 35
404 =V(—>=—=—.—=—
) -2 (=22 4’12 3

Como o desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia, o desvio padrdo do produto k. X, é:

D(k.X) = /V(k.X) = Jk2.V(X) = |k|.D(X)

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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&

ESCLARECENDO!

Como a raiz de um nimero é sempre um nimero positivo, entdo a raiz de k2 é o médulo
de k, denotado por |k|:

VkZ = |k|

O moddulo de k, |k|, é uma “versado positiva” do nimero k, ou seja:

|k|—{k’Sek20}
" —-k,sek <0

Por exemplo, se k = 3, entdo |k| = 3 ese k = —3, entdo |k| = 3.

Portanto:
D(k.X) = k.D(X), parak >0

D(k.X) = —k.D(X),parak < 0

D (%) = Dg(X), parak >0

D ()—l:) = — DE{X), parak <0

Por exemplo, para Y = 3.X, o desvio padrao sera:
D(Y) = D(3.X) = 3.D(X)
EparaY = —;, o desvio padrdo sera:

iii) V(k)=0
A variancia de uma constante qualquer é zero. Por exemplo, a variancia da constante k = 3 é:

Vi3)=0

proc 64 |entoe
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Pelas propriedades da esperanca, a média de uma constante k:
u=Ek)=k
Assim, o desvio k — u sera:
desvio=k—u=k—k=0

Por isso, a variancia sera 0.

Consequentemente, a varidncia e o desvio padrdo de uma constante s3o iguais a zero: D(k) = 0

Somente se X e Y forem varidveis aleatérias independentes, poderemos concluir que a varidncia da soma

iv) Se X e Y sdo independentes, entdo V(X + Y) = V(X) + V(Y)

das variaveis é igual a soma das variancias (propriedade aditiva).

©

()

EXEMPLIFICANDO

Vamos supor que X represente os resultados do langamento de um dado normal
(equilibrado, com faces de 1 a 6) e que Y represente os resultados do lancamento do dado
equilibrado com faces de 3 a 8. Assim, se langarmos os dois dados ao mesmo tempo, qual
sera a variancia da distribuicdo da soma dos resultados?

Ja calculamos as variancias de X e Y em exercicios anteriores:
35
V(X) = o
5
V) =V(X) =2

Sendo X e Y variadveis independentes, pois um lancamento nado influencia no outro, a
variancia da distribuicdo de X + Y, é:
35 _ 35

35 35
V(X)+V(Y)=E+E=2'E ?
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Além disso, se X e Y forem independentes, a varidncia da diferenca X — Y também é a soma das variancias:
VIX-Y)=V(X)+ V()

Para varidveis independentes, temos V(X £ Y) = V(X) + V(Y), porém o contrario ndo é necessariamente
verdadeiro. Ou seja, é possivel verificar que V(X +Y) =V(X)+V(Y) e as varidveis ndo serem
independentes.

AP

'?4 RESUMINDO

i) VXt k)=V(X)

ii) V(k.X) = k2. V(X)

iii) Vk)=0

iv) Se X e Y forem independentes, entdo V(X + Y) = V(X) + V(Y)

PRATICAR!

"

(2016 — Instituto Federal de Educacdo/BA — Adaptada) Sendo X uma varidvel aleatéria, com varidncia c?,
entdo a varidnciadafuncdoY=a+bX,comaeb €R,é

 3) V(Y) = b? E
ib)V(Y)=a+b
Ec)V(Y)=<52 :

L d) V(Y) = b2

e)V(Y)=a%+b?

Comentarios:

Pelas propriedades da variancia, temos:

: V(Y) = V(a + bx) = b2V(X)
Como a variancia de X é V(X) = 62, entdo a varidncia de Y é:

V(Y) = b2c?
Gabarito: D.
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(FGV/2017 — IBGE - Adaptada) Para o caso de varidveis aleatdrias quaisquer, existem diversas propriedades
; que se aplicam diretamente a esperanca matematica e ao momento central de segunda ordem. Dentre essas

: propriedades esta:

 3) Var(x) > E(X?)

| b) Var(X£Y) = Var(X) + Var(Y)

c) DP(a) = 0, sendo a uma constante qualquer

d) Var(a.X) = a.Var(X), sendo a uma constante positiva

e) DP(a.X) = a.DP(X), sendo a uma constante qualquer
Comentarios:

Em relagdo a alternativa A, podemos calcular a variancia como:

' Var(X) = E(¢?) - [E)°
Como [E(X)]? > 0 para qualquer varidvel X, entdo, temos:

Var(X) < E(X?)

: Portanto, a alternativa A estd incorreta. Em relagdo a alternativa B, se X e Y forem independentes, entdo :

podemos afirmar que:
Var(X £ Y) = Var(X) + Var(Y)

: Logo, a alternativa B estd incorreta por 2 motivos:

i) Ndo pode considerar a propriedade aditiva da variancia, Var(X £ Y) = Var(X) + Var(Y), pois o enunciado nao

: afirmou que X e Y sdo independentes.

 ii) Ainda que X e Y fossem independentes, a variancia da diferenca de X e Y seria igual a soma das variancias:

 Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)

Il ”

: Em relagdo a alternativa C, sabemos que a variancia e o desvio padrdo de uma constante
: iguais a zero.

DP(a) =

: Portanto, a alternativa C esta correta. Em relacdo a alternativa D, sabemos que para uma constante
: qualquer:

Var(a.X) = a%2.Var(X)

i Portanto, a alternativa D estd incorreta. Em relacdo a alternativa E, sabemos que para uma constante
: qualquer, temos:

DP(a.X) = |a|.DP(X)
Assim, sendo a uma constante positiva entdo:
: DP(a.X) = a.DP(X)
Sendo a uma constante negativa entdo:

DP(a.X) = —a.DP(X)

: Portanto temos equacgdes distintas para constantes positivas e negativas, logo a alternativa E estd incorreta. :

Resposta C.
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COVARIANCIA E CORRELACAO

As medidas que estudaremos nesta secao representam a rela¢dao entre duas varidveis aleatdrias. Variaveis
relacionadas sdo aquelas em que o resultado de uma influencia o resultado de outra, ou seja, essas varidveis
nao sao independentes.

Por exemplo, a altura de uma crianca é dependente da altura de seus pais; o volume de dgua em uma caixa
d’agua se tem relagdo com o seu peso; a demanda de certo produto varia de acordo com o seu preco.

H4 variaveis fortemente relacionadas, como o volume e o peso de agua, e outras nem tanto, como a altura
dos pais e a altura dos filhos. Também existem varidveis que se relacionam em um mesmo sentido (quanto
mais altos sdo os pais, mais altos os filhos tendem a ser) e varidveis que se relacionam em sentidos opostos
(quanto maior o pre¢co, menor a demanda).

No grafico abaixo, ilustramos um exemplo hipotético de duas varidveis que se relacionam no mesmo sentido,
como a altura dos pais e a altura dos filhos.

Altura dos Pais X Altura dos Filhos

1,55
15 °
1,45 °
1,4 °
1,35 °
1,3 °
1,25 °

1,2
1,65 1,7 1,75 1,8 1,85 19 1,95 2 2,05

No grafico a seguir, ilustramos um exemplo hipotético de duas variaveis que se relacionam em sentidos
opostos, como o preco de um produto e a quantidade adquirida.

Preco X Quantidade Comprada

35

30 °

25 °

20 °

15 ° P

10 [ B

0
RS- RS$1,00 RS2,00 RS3,00 RS4,00 RS5,00 RS6,00
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A covariancia e a correlacdo caracterizam tanto a for¢a da relacdo entre duas varidveis, quanto a sua

orientagao (se variam no mesmo sentido ou em sentidos opostos).

A covariancia entre duas variaveis aleatérias X e Y, representada por Cov(X,Y), é, por defini¢ao:

1
Cov(X,¥) = EICX = ). (V = )] = = > (G = ). (s = )

Nessa expressao, Uy corresponde a média (esperanga) da varidvel X, e uy corresponde a média de V.

A covariancia também pode ser calculada como:

&)

TOME

NOTA!

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Nessa férmula, E(X.Y) corresponde ao seguinte:

Ou seja, multiplicamos os possiveis valores das varidveis pelas probabilidades correspondentes.

Se os valores forem igualmente provaveis, podemos calcular E(X.Y) como:

E(X.Y) =Zx.y.p(x,y)

E(X.Y) =

xx.y
N

Por exemplo, vamos considerar uma parte dos dados hipotéticos do grafico Preco X Quantidade Comprada,

conforme indicado na tabela abaixo.

Para calcular a covariancia, podemos criar uma nova coluna com o produto das duas varidveis, o que

permitira calcular E(X.Y).

X: Preco Y: Qtdade X.Y

i 1,50 30 45

ii 2,00 25 50

iii 3,00 20 60
iv 5,00 2 10
Total 11,50 77 165

Como esses valores sdo igualmente provaveis, o valor de E(X.Y) pode ser calculado como:
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X. 165
E(XY) :¥:T: 41,25

Agora, calculamos E(X) e E(Y), isto é, a médiade Xe de Y:

Yx 11,50
E(X) = = =—,—= 2875
2y 77
E(Y) =ZF=—,=1925

A covariancia ser3, portanto:

Cov(X,Y) = 41,25 - 2,875 x 19,25 = —14

&

Da mesma forma que podemos calcular a variancia amostral, para estimar a variancia da
populacdo a partir de uma amostra, também podemos calcular a covaridncia amostral,
dividindo a soma dos produtos dos desvios porn — 1:

1
Sxy = E-Z(xi — px). (Vi — by)

Em relacdo ao nosso exemplo, ja calculamos a covaridancia com base na outra formula.
A . T n
Nesse caso, para obter a covariancia amostral, podemos multiplicar o resultado por —

Syy = —14 X g =~ —18,7

Para o nosso exemplo, obtivemos uma covariancia negativa. Isso ocorreu porque as variaveis se relacionam
em sentidos opostos (relagdo negativa), isto é, guando uma aumenta, a outra diminui, em média.

Quando a covariancia das varidveis é positiva, elas variam no mesmo sentido (relagdo positiva), isto é,
guando uma aumenta, a outra também aumenta, em média.
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04
‘4 RESUMINDO

Para calcular a covariancia, podemos seguir os seguintes passos:

i) Multiplicar os valores de X e Y;
ii) Somar os produtos X.Y e dividir por N para obter E(X.Y) = Z%
N N

iii) Calcular as médias E(X) = Lx o E(Y) = Ly multiplica-las;
iv) Subtrair o resultado de ii pelo resultado de iii para obter a covariancia.

Entretanto, a forga da relacdo entre duas variaveis é dificil de interpretar a partir da covaridncia. Em relacdo
ao nosso exemplo, uma covariancia de -14 indica uma forte rela¢do negativa ou uma fraca relacdo?

Para isso, ha o conceito de correlagao (ou coeficiente de correlagao), indicado por p, em que dividimos a
covariancia pelo desvio padrao de ambas as variaveis.

Cov(X)Y)
Ox.0y

pX,Y) =

Para calcular o desvio padrdo (populacional) para as varidveis do nosso exemplo, vamos utilizar a seguinte
formula da variancia:

V(X)) =EX?) - [E(D]

Para isso, vamos criar uma coluna com os valores de X2 e Y?:

X: Preco Y: Qtdade X? Y2
i 1,50 30 2,25 900
ii 2,00 25 4 625
iii 3,00 20 9 400
iv 5,00 2 25 4
Total 11,50 77 40,25 1929
Os valores de E(X?) e E(Y?) s3o, portanto:
Yx? 40,25
E(x?) =22 = = 10,06
(X*) N 2
Yy? 1929
E(Y?) = =——=1482,25
(Y=) N 2

©
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Sabendo que E(X?) = 10,06 e que E(X) = 2,875, entdo a variancia de X é:

V(X) = E(X?) — [E(X)]? = 10,06 — [2,875]% = 10,06 — 8,26 = 1,80

ox = /1,80 = 1,34

Em relagdo a Y, sabendo que E(Y?) = 482,25 e que E(Y) = 19,25, entdo a variancia e desvio padréo sdo:

V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 482,25 — [19,25]? = 482,25 — 370,56 = 111,69

oy =4/111,69 = 10,57

Portanto, o coeficiente de correlagdo para o nosso exemplo é:

Cov(X,Y) _ —14 ~ —099

X,Y= = =
PY) = = 134 x 1057

Com base nesse valor, podemos concluir que a relagdo negativa entre as varidveis é muito forte, pois o valor
do coeficiente de correlagdo é proximo de -1.

& 0S:
Q. -

A férmula do coeficiente de correlagdao também pode ser representada como:

_ Yxy-nx.y
p(X' Y) - VEx2-n%2x,/Y y2-n.j2

Em que o numerador é igual a covariancia multiplicada por n e o denominador é igual ao
produto dos desvios padrao, também multiplicado por n.

Vamos verificar isso! A covariancia pode ser representada como:

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(0).E(Y) =22 — 5.5 =2 (Tx.y - n.%.5)

n

E os desvios padrdo sdo a raiz quadrada da varidncia:

5% =70 = JEGD —EOOT = 2 —x = 22 —n.0)

o =T = JET) —EOF = B2 -y= [LEy2-ny)

Dividindo a covaridncia pelo produto dos desvios padrdo, obtemos a férmula acima!

I
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O coeficiente de correlagdao mede a forga e a orientagao com que duas varidveis se relacionam linearmente,
podendo assumir valores no intervalo [-1,1].

Assim, como para a covariancia, valores positivos do coeficiente de correlagao indicam uma relagdo entre
as varidveis no mesmo sentido (relagdo positiva) e valores negativos indicam relagdo em sentidos opostos
(relagdo negativa).

Além disso, quando p = 1, ha uma correlagao linear perfeita positiva, ou seja, as varidveis apresentam uma
relacdo linear entre si da forma Y = aX + b, sendo a e b reais e a > 0. E o caso do volume de 4gua e do
peso da caixa d’agua.

Quando p = —1, ha uma correlagdo linear perfeita negativa, ou seja, as variaveis apresentam uma relagao

linear entre sidaformaY = aX + b, sendo a e b reais e a < 0. Um exemplo dessa relacdo seria o peso da
caixa d’agua e o seu espaco disponivel.

Vejamos agora qual valor a covariancia assume quando as varidveis sdo independentes. Sendo X e Y
varidveis independentes, sabemos que:

E(X.Y) =EX).E(Y)
Portanto, a covariancia de duas varidveis independentes é:
Cov(X,Y)=EX.Y)—EX).E(Y)=EX).E(Y)—EX).E(Y)=0
Consequentemente, o valor do coeficiente de correlagao para varidveis independentes também é p = 0.

Porém, é possivel ter Cov = 0, p = 0 e as varidveis ndao serem independentes.

Existe uma excegao para essa regral

Para variaveis bindrias, isto é, que assumem apenas 2 valores, a covaridancia nula implica
na independéncia dessas varidveis! Em outras palavras, se a covariancia entre 2 varidveis
binarias for nula, podemos garantir que essas varidveis sdo independentes.

I
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oe,

ESQUEMATIZANDO

Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

Cov(X)Y
( )' €
Ox.0y

p(X,Y) = [-1,1]
Variaveis X e Y Independentes —» Cov(X,Y) =0,p(X,Y) =0
Cov(X,Y) > 0,p(X,Y) > 0 « Relacdo positiva (X e Y variam no mesmo sentido)
Cov(X,Y) <0,p(X,Y) < 0 < Relagao negativa (X e Y variam em sentidos opostos)
p(X,Y) =1 o relagdo linear perfeita positiva < Y =aX + b,a > 0

p(X,Y) = —1 © relagdo linear perfeita negativa« Y =aX + b,a <0

HORA DE
PRATICAR!

(2018 — UFRGS) A analise de permite estudar a relagao entre dois conjuntos de valores e :
: quantificar o quanto um esta relacionado com o outro, no sentido de determinar a intensidade e a direcdo :
: dessa relacdo. Isto é, essa andlise indica se, e com que intensidade, os valores de uma varidvel aumentam ou :

: diminuem enquanto os valores da outra variavel aumentam ou diminuem.

: Assinale a alternativa que completa corretamente a lacuna do texto acima.

: a) correlacdo

b) dispersao

: ¢) classificacdo

d) agrupamento

: e) regressao

: Comentarios:

: O conceito que estuda a relacdo entre duas variadveis, representando tanto a forca dessa relacdo quanto o :
: seu sentido, é a correlacao. :

Gabarito: A
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(2015 - PC/GO) Com o intuito de avaliar possiveis correlagdes entre variaveis, um grafico de dispersdo pode
ser um aliado na tomada de decisdo. Esse grafico, elaborado no eixo cartesiano, plota resultados das
varidveis estudadas a fim de representa-las conjuntamente. Sejam x e y varidveis referentes a “tempo de
experiéncia” e “tempo de execucdo de tarefa”, respectivamente, e analisando o grafico de dispersao
apresentado, assinale a alternativa correta. :

w w
o ®
L]
3
:

w
&
.
.
.
.
.
.
.
.
-
.
.
.
*
:

w
=)

Tempo de execugdo (minutos)
B < y
.
H

~
o

6 8 10 12 14 16 |
Tempo de experiéncia (anos) ‘

a) E observada uma correlagdo positiva perfeita entre as varidveis.
b) E observada uma correlagdo positiva entre as variaveis.

c) E observada uma correlagdo nula entre as variaveis.

d) E observada uma correlagdo negativa entre as variaveis.

e) E observada uma correlagdo negativa perfeita entre as variaveis..
Comentarios:

: Pelo grafico, observamos que as varidveis se relacionam em um mesmo sentido, portanto a correlagdo é :
: positiva. Porém, essa relacdo ndo é perfeitamente linear, por isso a correlagdo nao é perfeita. :

Gabarito: B

(FCC/2015 — SEFAZ/PI — Adaptada) Julgue as seguintes afirmagdes:

| — Se r é o coeficiente de correlagdo linear entre duas variaveis, entdo-1<r<1.

: 1l — Se duas variaveis X e Y apresentam correlacao linear inversa, o coeficiente de correlagdo linear entre elas
sera um numero negativo menor do que -1. :
Comentarios:

Em relagdo a afirmagao |, o coeficiente de correlagao varia entre [-1,1]. Portanto, a afirmagao | esta correta.

: Em relagdo a afirmacgdo Il, se X e Y se relacionam de forma inversa, entdo o coeficiente de correlagdo é :
: negativo. Porém, como o menor valor para o coeficiente é -1, o coeficiente sera um valor negativo maior ou :
: igual a -1, ndo menor do que -1. :

: Portanto, a afirmacdo Il estd incorreta.

Resposta: | — Certo; Il — Errado.

(CESPE/2016 — TCE/PR) Se satisfacdo no trabalho e saide no trabalho forem indicadores com variancias
: populacionais iguais a 8 e 2, respectivamente, e se a covariancia populacional entre esses indicadores for :
: igual a 3, entdo a correlagdo populacional entre satisfacdo no trabalho e satide no trabalho serd igual a

.a-”’fﬂf
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: a) 0,8125.

 b) L.

c) 0,1875.

d) 0,30.

e) 0,75.

Comentarios:

Sabendo que V(X) =8, V(Y) = 2 e Cov(X,Y) = 3, entdo a correlacdo é dada por:
: Cov(X,Y) 3 3

X,Y)= = =-=0,75
p( ) Ox. Oy V8.2 4

Gabarito: E

(2018 — FUNPAPA) Um pesquisador suspeita que existe uma correlacdo entre o nimero de promessas que
um candidato politico faz e o numero de promessas que sdo cumpridas uma vez que o candidato é eleito.
: Ele acompanha varios politicos proeminentes e registra as promessas feitas (X) e as promessas mantidas (Y). :

: Utilizando os seguintes dados sumarizados, calcule o coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e :

: as promessas mantidas e assinale a alternativa correta.

i.r, = 280, -Z_r, =28, i\', v, =940, i.‘rf =12400 e -Z_r,: = 140.
i=l =1 i=1 i=l J=|

: a) O coeficiente de correlacdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagdo :

: forte e positiva.

: b) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagao :

: fraca e negativa.

: ¢) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagao :

: forte e negativa.

: d) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagao :

: fraca e positiva.

: e) O coeficiente de correlagdo entre as promessas feitas e as promessas mantidas indicam uma correlagao :

r =~ 0,5.

Comentarios:

O coeficiente de correlacao é calculado por:

: Cov(X,Y)
p(X,Y) = “Toror

: A covariancia pode ser calculada por:

' Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)

O enunciado informa que ), x.y = 940 e n = 7, logo:

Yx.y 940
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O valor de E(X) pode ser calculado a partir da informacéo de que ). x = 280, logo:

Yx 280
_ E ===
O valor de E(Y) pode ser calculado a partir da informagdo de que ), y = 28, logo:
Yy 28
. E(Y) = - =7 = 4
Assim, o valor da covariancia é:
: 940 280 940 1120 180 _
Cov(X,Y) =7—7x4= T 25,7

: Para calcular o coeficiente de correlagdo, vamos primeiro calcular a variancia de X utilizando a seguinte :
: férmula:

V(X)) =EX?) - [EQD]

O enunciado informa que Y, x? = 12400, logo:

x% 12400
E(X?) = 2 =
: 7
Sabendo que E(X) = @ = 40, entdo a variancia de X é:

12400

12400 11200 1200
V(X) = T 402 = - =

7 7 7

1200 12
ox = |[—5—=10 | =131

O enunciado informa que Y, y? = 140, logo:

E o desvio padrdo de X é:

2 140
E(Y?) =ZTy=_=20

Sabendo que E(Y) = 4, entdo a variancia de Y é:
V(Y)=20—-42=20—-16=4
E o desvio padrao de Y é:

: oy = Va =2

Assim, o coeficiente de correlagdo é:

X Y)_Cov(X,Y)~ —25,7 ~ 098
PR&Y) = ox.oy  13,1x27 7

: Como -0,98 é muito proximo de -1, ha uma correlagdo forte e negativa.

Gabarito: C

I
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Propriedades

Veremos agora propriedades da covariancia e da correlacdo, que valem tanto para varidveis discretas,
guanto para variaveis continuas. Nesta secdo, deduziremos algumas propriedades para que vocé possa
escolher se prefere deduzi-las ou memoriza-las.
A seguir, consideramos X, Y e Z varidveis aleatdrias e k uma constante real qualquer.

i) Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

A covariancia é considerada uma medida simétrica, pois ndo importa qual é a variavel que aparece primeiro.
De fato, a férmula da covariancia é composta por produtos e, por isso, a ordem das variaveis é indiferente:
Cov(X,Y)=EX.Y)—EX).E(Y) =E(Y.X)—E(Y).E(X) =Cov(Y,X)

Pelo mesmo motivo, o coeficiente de correlagdo também é simétrico:
p(X.Y) = p(¥,X)
Afinal, ele é a razdo entre a covariancia e o produto dos desvios padrao:

Cov(X,Y) Cov(Y,X
ov(X,Y) _ Cov( )=p(Y’X)

pX,Y) =
Ox. 0y Oy. Oy

i) Cov(X,X) =V(X)
A covariancia de uma mesma varidvel é igual a sua variancia.

Por exemplo, sendo X uma varidvel aleatéria com variancia V(X) = 4, entdo a covariancia dessa variavel com
ela mesma é igual a prdpria variancia: Cov(X,X) = 4.

&

ESCLARECENDO!

Podemos obter esse resultado, pela férmula da covariancia:
Cov(X,Y)=EX.Y) —EX).E(Y)
Assim, o valor de Cov(X, X) é:
Cov(X,X) =E(X.X) —EX).E(X) = E(X?) — [E(X)]?

Essa é exatamente a formula da variancia!

proc 78 ento e
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Dessa forma, o coeficiente de correlacdo de uma mesma varidvel é:

Cov(X,X) Var(X) 1

2

p(X,X) =

Ox. Oy 1%
pPX,X)=1

Ou seja, ndo importa qual é a varidvel, o seu coeficiente de correlagdo com ela mesma é igual a 1.

iiii) Cov(k,X)=0
A covariancia de uma constante e uma variavel é igual a zero.

Ou seja, a covariancia de uma varidvel X com uma constante k = 5, por exemplo, é Cov(X,5) = 0. Essa
propriedade vale para qualquer varidvel X e qualquer constante k.

&

ESCLARECENDO!

Vejamos o porqué desse resultado. Pela formula da covariancia, temos:
Cov(k,X) =E(k.X) — E(k).E(X)

Sabemos que E(k.X) = k.E(X) e E(k) = k. Substituindo esses resultados, temos:

Cov(k,X) =k.E(X)—k.E(X) =0

Como a covariancia Cov(k,X) = 0, entdo a correlagdo também é igual a 0: p(k,X) = 0

iv) Cov(X+aY +b)=Cov(X,Y)
A covariancia ndo se altera quando somamos ou subtraimos constantes as varidveis.
Por exemplo, sendo Cov(X,Y) = 6, entdo a covariancia entre a variavel X + 5 e a varidvel Y — 4 sera a igual:

Cov(X+5,Y-4)=Cov(X,Y)=6

proc 79 entoe
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Podemos verificar essa propriedade, pela férmula de covariancia:
CoviX+aY+b)=E[X+a).(Y+b)]-EX+a).EXY +b)
Aplicando a distributiva na primeira expressao, temos:
CoviX+aY+b)=EX.Y+b X+aVY+ab)—EX+a).EY +Db)
Pelas propriedades da esperanca, temos:
CoviX+a,Y+b)=EX.Y)+b.EX)+a.EY)+ab—[EX)+al.[EY)+Db]

Aplicando a distributiva no segundo termo:

=EX.Y)+bEX)+a.EY)+ab.—[EX).E(Y)+b.E(X)+a.EY)+a.b]

=EX.Y)+bEX)+a.EY)+ab.—EX).E(Y)—b.E(X)—a.E(Y)—a.b

Cov(X+aY+b)=EX.Y)—EX).E(Y)

Essa é justamente a férmula da covariancia Cov(X,Y)!

Dessa forma, o coeficiente de correlagcdo também ndo se altera quando somamos ou subtraimos constantes
as variaveis:

pX+taY+h)=pXY)

v) Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)

A covariancia da soma de varidveis aleatdrias X + Y e uma outra variavel Z é igual a soma da covariancia entre
X e Zcom a covariancia entre Y e Z.

Por exemplo, vamos supor que a covariancia entre as variaveis X e Z seja Cov(X, Z) = 1 e que a covariancia
entre as varidveis Y e Z seja Cov(Y, Z) = 2. Supondo que a varidvel S represente a soma S = X + Y, entdo

podemos calcular a covariancia entre Se Z:

Cov(S,Z) = Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z) + Cov(Y,Z) =1+2=3

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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Novamente, podemos verificar essa propriedade, pela formula de covariancia:
CoviX+Y,Z)=E[(X+Y).Z| -E(X+Y).E(Z)
Aplicando a distributiva na primeira expressao, temos:
CoviX+Y,Z)=EX.Z+Y.Z)—EX+Y).E(Z)
Pela propriedade aditiva da esperanca, temos:
Cov(X+Y,Z)=EX.Z)+E(Y.Z)— [E(X)+ E(Y)].E(Z)
Aplicando a distributiva no segundo termo:
CoviX+Y,Z)=EX.Z)+E(Y.Z)— [E(X).E(Z)+ E(Y).E(Z)]
Cov(X+Y,2)=EX.Z)+E(Y.Z)—EX).E(Z) —E(Y).E(Z)
Reorganizando esses termos:

Cov(X+Y,Z) =E(X.Z) — E(X).E(Z) + E(Y.Z) —E(Y).E(Z)

Cov(X+Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y,Z)

A mesma propriedade pode ser aplicada para a subtragao de variaveis:
Cov(X—-Y,Z)=Cov(X,Z) — Cov(Y,Z)

Ou seja, para o nosso exemplo em que Cov(X,Z) = 1 e seja Cov(Y,Z) = 2, supondo D =X —Y, entdo a covariancia
entreDeZé:

Cov(D,Z) = Cov(X-Y, Z) =Cov(X,Z) —Cov(Y,Z) =1-2=-1

vi) Cov(kX,Y) = Cov(X,kY) = k.Cov(X,Y)

A covariancia de duas variaveis aleatdrias, sendo qualquer uma delas multiplicada por uma constante, é
igual ao produto da constante pela covariancia das variaveis.

proc 81 jentoe
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Considerando que a covariancia entre X e Y é Cov(X, Y) = 6 e supondo W =5.Y, a covariancia entre X e W sera:

Cov(X, W) = Cov(X, 5.Y) =5.Cov(X, Y)=5x6 =30
E se definissemos a variavel H = 5.X, entdo a covaridncia entre H e Y seria:
Cov(H, Y) = Cov(5.X, Y) =5.Cov(X, Y) = 30

Teriamos o mesmo resultado! Ou seja, ndo importa qual é a varidvel que estad sendo multiplicada pela
constante, pois o resultado serda o mesmo: a covariancia serd multiplicada pela constante.

O mesmo vale para quando estamos dividindo por uma constante k (pois € o mesmo que multiplicar pela
1 Y cn . ,
constante E)' Por exemplo, para G = 3 @ covariancia entre X e G sera:

Y 1 1
Cov(X,G) = Cov (X'E) = §.Cov(X, Y) = 5.6 =2

o

ESCLARECENDO!

Essa propriedade também pode ser verificada, a partir da férmula da covariancia e das
propriedades da esperanga.

Cov(k.X,Y) = E(k.X.Y) — E(k.X).E(Y)

Cov(k.X,Y) = k.E(X.Y) —k.E(X).E(Y) = k.[E(X.Y) — E(X).E(V)]

Cov(k.X,Y) = k.Cov(X,Y)

Podemos deduzir que, se ambas as varidveis estiverem multiplicadas pela constante, entdao a covariancia
sera multiplicada pelo quadrado da constante:

Cov(k.X,k.Y) = k.k.Cov(X,Y) = k?.Cov(X,Y)
Por exemplo, sendo W =5.Y e H =5.X, a covariancia entre He W é:
Cov(H, W) = Cov(5.X, 5.Y) =5 x 5.Cov(X,Y) =25 x 6 = 150
E se as constantes forem diferentes, teremos:
Cov(k.X,L.Y) =k.l.Cov(X,Y)

Y oA s ,
Por exemplo, para G = z€ H =5.X, a covariancia entre He G é:

I
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Y 1 1
Cov(H,G) = Cov (S.X,g) = 5.§.Cov(X, Y)= 5.5.6 =10

E como fica o coeficiente de correla¢do?

Se as varidveis estiverem multiplicadas por duas constantes quaisquer, k e [, o coeficiente de correlagao se
mantera o mesmo se as constantes tiverem o mesmo sinal (kl > 0) e tera sinal contrario se as constantes
tiverem sinais diferentes (ki < 0):

pk.X,LY)=p(X,Y),sekl>0

pk.X, 1Y) =—p(X,Y),sekl <0

Assim, o coeficiente de correlagdao ndo varia, em modulo, ao multiplicarmos as varidveis aleatérias por

&

constantes reais.

ESCLARECENDO!

Para obter o coeficiente de correlagdo, dividimos a covariancia pelos desvios padrao:

Cov(k.X,lY) _ k.l.Cov(X)Y)

OkX-0lX Ok.X-01X

p(k.X,1.Y) =

Pelas propriedades do desvio padrdo, sabemos que oy, x = |k|.0x e 0,y = |l]. 0y:

klCov(X)Y) ki cov(X)Y)
Ikl.Ux.|l|.Jy |kl| Ox.0x

p(k.X,LY) =

Cov(X)Y)
Ox.0x

Sabemos que p(X,Y), logo:

kl
Assim, se o produto das constantes for positivo, kIl > 0, o que ocorre quando as constantes
possuem o mesmo sinal, entdo teremos kl = |kl| e o mesmo valor para o coeficiente de
correlagao:

kl
p(k.X,1.Y) = &l xp(X,Y) =1.p(X,Y)
Se o produto das constantes for negativo, kl < 0, o que ocorre quando as constantes
possuem sinal contrdrio, entdo teremos kl = —|kl| e o coeficiente de correlagdo terd sinal
contrario:

p(k.X,1.Y) = % x p(X,Y) = —1.p(X,Y)

proc 83
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vt
Wl =
Il

|

Vv

o

Portanto, o coeficiente de correlacdo entre X e Y se mantém o mesmo:
1
p(4,B)=p(5.X.5.¥) = p(x, 1)

Similarmente, se tivermos C=-5XeD=— E'Y' o produto também serd positivo:

5 X 1—5>0
3 3

Logo, o coeficiente de correlagdo também se mantém o mesmo:

p(C,D) =p (—S.X,—%.Y) =p(X,Y)

. . 1 - . .
Porém, se tivermos A=5XeD=— E'Y' o produto entre os coeficientes é negativo:

5 X 1_ 5<0
3 3

Por isso, o coeficiente de correlacdo terd sinal oposto:

pMﬂ)=p@Xﬁéﬂj=—MKn

Se houver apenas uma constante k multiplicando uma das varidveis, temos um caso especifico dessa
propriedade, paral = 1.

Nesse caso, o coeficiente de correlagdo serd o mesmo se k > 0 e terd sinal contrério se k < 0:
p(k.X,Y)=p(X,Y),sek >0

p(k.X,Y)=—p(X,Y),sek <0

Propriedades da Covariancia

i) Simetria: Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

ii) Mesma variavel: Cov(X,X) = Var(X)

iii) Com uma constante: Cov(k,X) =0

iv) Soma/Subtracdo de uma constante: Cov(X + a,Y + b) = Cov(X,Y)

V) Soma/Subtracdo de variaveis: Cov(X +Y,Z) = Cov(X,Z) £ Cov(Y,Z)
vi) Produto de constantes: Cov(k.X,l.Y) = k.l.Cov(X,Y)

I
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PRATICAR!

(FGV/2015 — Prefeitura de Recife/PE) Uma variavel aleatdria X tem média igual a 2 e desvio padrdo igual a
2. Se Y = 6 — 2X, entdo a média de Y, a variancia de Y e o coeficiente de correlacdo entre X e Y valem,
respectivamente, :

a)-2,4el.
b)-2, 16 e 1.
)2, 16 e -1.
d)10,2e-1.
e)2,4e-1.
Comentarios:
Pelas propriedades da esperanca, temos:
E(Y) = E(6 — 2X) = 6 — 2.E(X)
O enunciado informa que a média de X é E(X) = 2, logo:
E(Y)=6-2.2=2
Pela propriedade da variancia, temos:
V(Y) = V(6 — 2X) = (-2)2.V(X) = 4.V(X)
O enunciado informa que o desvio padrdo de X é DP(X) = 2. Assim, a variancia é V(X) = 22 = 4:
V(Y)=4.4=16
Como Y = 6 — 2X, o coeficiente de correlacdo de X e Y é:
pX,Y) = p(X,6 — 2X)
Sabemos que a soma de constantes ndo altera o coeficiente de correlacao, logo:
p(X,Y) = p(X,—2X)

Aqui, temos uma constante negativa multiplicando uma das varidveis: k = -2 < 0. Logo, o coeficiente de :
correlagdo tera sinal contrario: :

pX,Y) = —p(X,X)
Sabemos que p(X, X) = 1, logo:

Gabarito: C
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VARIANCIA DA SOMA E DA DIFERENCA

No caso geral, a variancia da soma é dada pela seguinte férmula:

VX +Y)=V(X) + V() + 2.Cov(X,Y)

Por exemplo, vamos supor que a varidncia de X é V(X) = 3, que a varidncia de Y é V(Y) = 4 e a covariancia
entre Xe Y é Cov(X,Y) = 1. Entdo, a variancia da soma das varidveis S = X + Y sera:

V(S) = V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2.Cov(X,Y) =3 +4+2x1=9

Para a subtra¢ao das variaveis, temos:

VX —Y) =V(X) + V() — 2.Cov(X,Y)

Para o mesmo exemplo, sendo D = X —Y, a variancia de D sera:

V(D) =V(X=Y) =V(X) + V(Y) =2.Cov(X,Y) =3 +4—-2x1=5

(s
#ACORDE!

Tanto na férmula da variancia da soma V(X + Y), quanto na férmula da variancia da
subtracdo V(X - Y), iremos somar as variancias de X e Y.

A diferenca entre as duas férmulas esta no sinal da covariancia, que é multiplicada
por 2. Para a variancia da soma, somamos o dobro da covaridncia e para a varidncia
da subtragao, subtraimos o dobro da covariancia entre as varidveis.

Para ajudar a lembrar, observe a similaridade das férmulas acima com os produtos notaveis:

(x+y)?2=x2+y2+2.x.y

(x—y)2=x?+y2-2.xy

Para varidveis independentes X,Y, temos Cov(X,Y) = 0 e, portanto, a varidncia da soma serd igual a
variancia da diferenca (propriedade aditiva da variancia):

v

VX +Y)=VX)+ V() +2.Cov(X,Y) =V(X)+V(Y)
VX -Y)=VX)+ V() —-2.Cov(X,Y) =V(X)+V(Y)

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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Por exemplo, se X e Y forem independentes, com V(X) = 3 e V(Y) = 4, entdo a variancia da soma e da diferenca

serao iguais a:

V(X +Y) = V(X=Y)=V(X)+V(Y) =7

“J INDO MAIS
» FUNDO!

Se as variaveis forem multiplicadas por constantes reais quaisquer k, [:

Vk.X+1Y)=V(k.X)+V(IY)+2.Cov(k.X,LY)
Sabemos que:
V(k.X) =k%2V(X)
V(LY)=12V(Y)
Cov(k.X,1.Y) = k.l.Cov(X,Y)
Entdo:
Vk.X+LY) =Kk2V(X)+ 2.V(Y) + 2.k.l.Cov(X,Y)
Analogamente, temos:
Vk.X—LY) =Kk2V(X)+ 2.V(Y) — 2.k.l.Cov(X,Y)
Perceba que a similaridade com os produtos notaveis se mantém:
(k.x+1Ly) =k%:x2+12.y2+2.(k.D).x.y

(k.x—Ly)2=k%2x2+1%2.y2-2.(k.D.x.y

E se houver mais de 2 varidveis? A variancia da soma de 3 varidveis, por exemplo, é:

VIX+Y+2Z)=VX)+V(Y)+V(Z)+2[Cov(X,Y) + Cov(X,Z) + Cov(Y,Z)]

Ou seja, precisamos somar as variancias com o dobro das covariancias entre todas as variaveis. E importante

notar que consideramos a covariancia entre duas varidveis uma unica vez, em razao da sua simetria, isto &,
Cov(X,Y) = Cov(Y,X).

Para n variaveis X1, X5, ..
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I
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PRATICAR!

(2016 — IBGE) Se duas varidveis aleatdrias, X e Y, tém correlacdo linear negativa, entdo:

: a) Quanto menor for o valor de X, menor serd o valor de Y.

: b) A soma dos valores esperados de X e Y é menor do que o valor esperado de X +.

c) O produto dos valores esperados de X e Y € menor do que o valor esperado do produto X.Y.

: d) A soma das variancias de X e Y é igual ou menor do que as variancias de X + .

e) A soma das variancias de X e Y é estritamente maior do que a variancia de X + Y.

Comentarios:

: A questdo informa que a correlagdo linear entre X e Y é negativa.

: Assim, quanto menor for o valor de X, maior sera o valor de Y (em média).

Portanto: alternativa A incorreta.

: Portanto: alternativa B incorreta.

Em relacdo a alternativa C, o valor de E(X.Y) pode ser calculado a partir da covariancia:
Cov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y)
E(X.Y) = Cov(X,Y) + E(X).E(Y)

: Como a correlacdo entre X e Y é negativa, entdo Cov(X,Y) < 0. Dessa forma:

E(X.Y) < E(X).E(Y)

Ou seja, o produto dos valores esperados E(X).E(Y) é maior que o valor esperado do produto E(X.Y).

: Portanto: alternativa C incorreta.

: Em relacdo as alternativas D e E, a varidnciade X + Y é:

V(X +Y)=V(X) + V(Y) + 2.Cov(X,Y)

: Como Cov(X,Y) <0, entdo:

V(X +Y) < V(X) + V(Y)

: Ou seja, A soma das variancias de V(X) + V(Y) é maior que a V(X +Y).

: Portanto: alternativa D incorreta e alternativa E correta.

Gabarito: E.
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: Em relagdo a alternativa A, como a covariancia é negativa, entdo X e Y se relacionam em sentidos opostos. :

: Em relagdo a alternativa B, a soma dos valores esperados E(X) + E(Y) é igual ao valor esperado E(X+Y), para
i quaisquer varidveis X e Y. :
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(FGV/2015 - TJ/RO) Seja X = nimero de anos de condenacdo e Y = nivel de renda do condenado (mil reais).
: Sdo fornecidas ainda as seguintes informacdes: :

: Var(X) = 25; Var (Y) = 16 e Var (X+Y) = 21

Portanto, o coeficiente de correlacdo é:
Cov(X,Y) —10
ox.0y  5X4

p(X,Y) =

Gabarito: D

Assim sendo, a correlacdo entre X e Y é igual a:
a) 0,20
b) 0,25
¢) 0,50
d) -0,50
e) -0,10
Comentarios:
A correlagao é dada por:
p(X,Y) = %

O valor de Cov(X,Y) pode ser obtido pela férmula da variancia da soma:
: V(X +Y) = V(X) + V(Y) + 2.Cov(X,Y)
O enunciado informa que V(X +Y) = 21, V(X) = 25 e V(Y) = 16, logo:
: 21=25+16+ 2.Cov(X,Y)
2.Cov(X,Y) =21 -25—-16=-20

; Cov(X,Y) = -10
Os valores dos desvios padrdo sdo a raiz quadrada das variancias. Sendo V(X) = 25, entao:
i ox =V25=5
Sendo V(Y) = 16, entao:
: oy = V16 = 4

1
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COEFICIENTE DE VARIACAO E VARIANCIA RELATIVA

A definicdo de coeficiente de variacdo (também chamado de desvio padrdo relativo ou, ainda, de
coeficiente de variabilidade), Cy, é:

g
CV=_
u

Podemos dizer que esse parametro representa uma normalizacdo do desvio padrdao pela média, para
permitir a comparagado da dispersdo de variaveis com médias distintas.

Por exemplo, vamos supor que a varidvel aleatéria X apresente média uy = 100 e desvio padrao oy = 20;
e que a varidvel aleatéria Y apresente média uy = 10 e desvio padrdo oy = 5.

Nesse caso, ndo poderiamos afirmar que a dispersao de X é maior que a de Y, s6 porque gy > gy. Para
efetuarmos essa comparacgao, precisamos do Coeficiente de Variagao. Para esse exemplo, temos:

C _O'X_ZO_OZ
X T, 100
O_y 5
C,, =—=-—=0,5

Ty 10

Portanto, concluimos que a dispersdo de Y é maior do que a de X, porque Cy, > Cy,.

Como a média e o desvio padrdo consideram a mesma unidade de medida (a mesma dos elementos da
variavel aleatdria), o coeficiente de variagcdo é adimensional, isto é, ndo possui unidade de medida, sendo
apenas um numero.

A variancia relativa, Iz, também apresenta o mesmo objetivo, qual seja, de permitir comparagdes entre
varidveis com médias distintas.

A variancia relativa é definida como o quadrado do coeficiente de variagao:

2 v
V= (Cy)? =2 =15

Ou seja, a variancia relativa é o quociente entre a variancia e o quadrado da média.

Para o nosso exemplo, em que CVX = 0,2, a variancia relativa de X é:

Ve = (€,)? = (0,2)* = 0,04
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HORA DE

PRATICAR!

: (2015 — Analista de Planejamento e Orcamento) O coeficiente de correlagdo de duas variaveis aleatérias x
ey éigual 0,7, ou seja: 6 (x,y) =0,7. O coeficiente de variabilidade de x é 0,3 — por yx =0,3. O coeficiente de
variabilidade de y é 0,5 — y, =0,5. Com essas informagdes sobre as varidveis x e y, pode-se, corretamente, :
: afirmar que:

: a) a medida que x cresce, em média y decresce.

b) a variabilidade absoluta de x é maior que a variabilidade absoluta dey.
c) o desvio-padrdo de x é 30% menor do que sua média.

d) o desvio-padrdo de y é 50% de sua média.

e) o desvio-padrao de y é 50% maior do que sua média.

Comentarios:

: A questdo informa que o coeficiente de correlagdo entre X e Y é 0,7: p(X,Y) = 0,7; que o coeficiente de :
: variabilidade (ou de variagdo) de X € 0,3:

€, =X =03
. Hx
E que o coeficiente de variabilidade (ou de variacdo) de Y é 0,5:
. Yy
: Em relacdo a alternativa A, como o coeficiente de correlacdo é positivo, a medida que x cresce, em média, y
também cresce.

Cy 0,5

i Portanto, a alternativa A esta incorreta.

: Em relagdo a alternativa B, ndo é possivel calcular as médias uy e uy com as informagdes fornecidas, assim,
: ndo é possivel afirmar algo sobre as variabilidades absolutas (isto é, os desvios padrdo ou as varidncias) das
i variaveis.

i Portanto, a alternativa B estd incorreta.
Em relagdo a alternativa C, podemos afirmar que o desvio padrdo de X é 30% da sua média:
oy = 0,3 X uy
: Portanto, a alternativa C esta incorreta.
Em relagdo as alternativas D e E, podemos afirmar que o desvio padrdo de Y é 50% da sua média:
oy = 0,5 X uy

: Portanto, a alternativa D esta correta e a alternativa E esta incorreta.

Gabarito: D.
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Resumo

Funcao de Distribuicao Acumulada: F(x) = P(X < x)
Esperanca Matematica (média): E(X) = Y x.P(X = x)

e E(kX)=k.EX)

o EX+k)=EX)+k

e E(X+Y)=EX)+E()

o E(k)=k

e SeXeYforemindependentes, entdo E(X X Y) = E(X) X E(Y)
Moda: valor de X com maior probabilidade
Mediana: divide a distribuicdo em duas partes iguais, F (xyeq) = 0,5
Variancia: V(X) = X(x —w)? x P(X = x)

e VIX+k)=VX)

o V(k.X)=k%V(X)

e V(ik)=0
e SeXeYforemindependentes, entdo V(X +Y) =V (X) + V(Y)

Desvio Padrao: g = ,/V(X)

Covariancia: Cov(X,Y) = E(X.Y) —E(X).E(Y)

Cov(X)Y)

Correlagao: p(X,Y) = p——
e SeXeY foremindependentes, entdo Cov(X,Y) =0,p(X,Y) =0
Variancia da Soma e da Diferenca
VIX+Y)=V(X)+ V() +2.Cov(X,Y)
VX -Y)=V(X)+ V() —2.Cov(X,Y)

Coeficiente de Variagao: Cy = E

Variancia Relativa: V; = (€)? = %
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QUESTOES COMENTADAS —- CESGRANRIO

Nocdes de variaveis discretas

1. (CESGRANRIO/2021 - BB) Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com as seguintes informagdes sobre as
variancias:

(i) var (X) =4
(ii) Var(Y) =9
(iii) var(X +Y) =9
Qual é o valor da covariancia entre X e Y:
a)-4
b) -2
c)0
d) 6
e) 36
Comentarios:
Vamos calcular a covariancia a partir da formula da varidancia da soma:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2.Cov(X,Y)
Substituindo os dados da questao, temos:
9=4+9+2.Cov(X,Y)
2.Cov(X,Y)+4=0
Cov(X,Y)=-2

Gabarito: B
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2. (CESGRANRIO/2018 — Petrobras) A realizagdo de um teste requer a aquisi¢do de um seguro de vida
para cada pessoa envolvida, no valor de R$ 10.000,00 por pessoa. O valor do prémio estabelecido pela
companhia seguradora é RS 1.000,00 por apdlice. Experiéncias passadas indicam uma probabilidade de 0,001
de uma pessoa vir a 6bito ao longo do teste. O ganho esperado da companhia para cada apdlice vendida, em
reais, nessas condigoes, é igual a
a) 99,90
b) 900,00
c) 981,00
d) 990,00
e) 999,00
Comentarios:
O enunciado informa que a companhia paga RS 10.000 por pessoa, caso ela venha a ébito, o que ocorre com
probabilidade de 0,001. Sabendo que a companhia ndo desembolsa nada, caso a pessoa ndo venha a ébito, com
probabilidade 1 — 0,001 = 0,999, o pagamento esperado (médio) por pessoa é:

E(gasto) = 10.000 x 0,001 + 0 x 0,999 = 10
Sabendo que a companhia recebe RS 1.000 fixos para cada apdlice vendida, o seu lucro esperado é de:

E(lucro) = Receita — E(gasto) = 1.000 — 10 = 990

Gabarito: D

3. (CESGRANRIO/2018 — Transpetro) Uma pessoa prefere ganhar R$ 100,00 com probabilidade de 100%,
um evento certo, em vez de participar de um sorteio com probabilidade x de ganhar R$ 200,00 e (1-x) de nada
ganhar. Deduz-se que a pessoa é avessa ao risco se x for igual a:

a) 55%

b) 45%

c) 35%

d) 25%

e) 15%
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Comentarios:

A pessoa serd considerada avessa ao risco se ela preferir ganhar o valor fixo, sem sorteio, mesmo que este seja
inferior ao valor esperado do sorteio.

Entdo, o primeiro passo é calcular a probabilidade x para a qual o valor esperado do sorteio seja equivalente ao
valor certo de RS 100. Sabendo que os valores possiveis sdo RS 200, com probabilidade x, e 0 com probabilidade
1 —x, o valor esperado do sorteio é:

E(S) =200.x+0.(1 —x) = 200.x

O valor esperado serd igual ao valor certo de RS 100 quando:

200.x = 100
_100_1_
*T200 2" "7

Logo, a pessoa sera considerada avessa ao risco se a probabilidade x de ganhar RS 200 no sorteio for maior que
50%. Dentre as alternativas, a Unica que é maior que 50% é a alternativa A, 55%.

Gabarito: A

4. (CESGRANRIO/2016 — IBGE) A venda diaria X de um certo produto numa loja obedece a seguinte
distribuicao de probabilidade:

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,15 | 0,20 | 0,40 | 0,20 | 0,05

Qual a probabilidade de que o total das vendas do produto de dois dias consecutivos seja 3?
a) 4%

b) 11%

c) 15%

d) 20%

e) 22%

Comentarios:
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Para que a venda de 2 dias seguidos seja 3, temos as seguintes possibilidades:
e 12dia:0e22dia:3
A probabilidade desse resultado (intersecao) é o produto:
Pi=PX=0)xP(X=3)=0,15x%x0,20 =0,03
ou
e 12dia:1e22dia:2
A probabilidade desse resultado (intersecao) é o produto:
P,=PX=1)xP(X=2)=0,20%x0,40 = 0,08
ou
e 12dia:2e22dia:1
A probabilidade desse resultado (intersecao) é o produto:
P;=PX=2)xP(X=1)=0,40x 0,20 =0,08
ou
e 12dia:3e22dia:1
A probabilidade desse resultado (intersecao) é o produto:
P,=PX=3)xP(X=0)=0,20x%x0,15=0,03
Por se tratar da unido desses eventos excludentes, a probabilidade total serd a soma:
P=P +P,+P;+P,=003+0,08+ 0,08+ 0,03 =0,22 =22%

Gabarito: E

5. (CESGRANRIO/2016 - IBGE) Se duas variaveis aleatdrias, X e Y, tém correlagdo linear negativa, entdo:
a) Quanto menor for o valor de X, menor serd o valor de Y.

b) A soma dos valores esperados de X e Y é menor do que o valor esperado de X + .

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - Geoprocess 96 1 e An:
www.estrategiaconcursos.com.br 134

o https://t.me/kakashi_copiador e



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro
Aula 01 - Equipe Exatas

c) O produto dos valores esperados de X e Y é menor do que o valor esperado do produto X . Y.
d) A soma das variancias de X e Y é igual ou menor do que a variancia de X + .

e) A soma das variancias de X e Y é estritamente maior do que a variancia de X + .
Comentarios:

O enunciado informa que X e Y tém correlagdo negativa, isto é, elas se relacionam em sentidos opostos. Entao,
quanto menor for uma varidvel maior sera a outra. Logo, a alternativa A esta incorreta.

Em relacdo a alternativa B, o valor esperado de X + Y é (propriedade da esperanca):
EX+Y)=EX)+E()

Ou seja, a soma dos valores esperados é igual ao valor esperado de X + Y, em qualquer caso. Logo, a alternativa
B esta incorreta.

Para analisar a alternativa C, precisamos da férmula da covariancia:
Cov(X,Y) =EX.Y) —EX).E(Y)
Sendo negativa a correlacdo entre X e Y, a covariancia também sera negativa. Entdo, teremos:
EX.Y)-EMX).E(Y)<O0
E(X.Y) < E(X).E(Y)

Ou seja, o produto dos valores esperados, E(X).E(Y), é maior que o valor esperado do produto, E(X.Y). Por
isso, a alternativa C esta incorreta.

Em relagao as alternativas D e E, a soma das variancias é dada por:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2.Cov(X,Y)
Como a covariancia é negativa, entdo temos:
Var(X +Y) < Var(X) + Var(Y)

Portanto, a soma das variancias, Var(X) + Var(Y), é maior do que a variancia Var(X + Y). Assim, a alternativa
D estd incorreta e a alternativa E esta correta.

Gabarito: E
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6. (CESGRANRIO/2014 - EPE) Considere o experimento de langar um dado honesto, e seja X a variavel
aleatdria discreta que representa a face superior do dado. A média da variavel aleatéria Z = max{|X - 3|, 1} é
dada por

a)5/3

b) 7/2

c)1/2

d)o

e)3

Comentarios:

A variavel X representa o resultado do langcamento do dado, ou seja, pode assumir os valoresX=1, 2, 3,4, 5 ou
6, todos igualmente provaveis, com probabilidade p = 1/6. Entdo |X — 3| pode assumir os seguintes valores
(pontue-se que |x| é o médulo de x e equivale ao valor de x com sinal positivo), cada um com probabilidade p

=1/6:

e SeX=1:|X-3|=|1-3|=]-2]|=

e SeX=2:|X-3|=[2-3|=]|1]|=

e SeX=3:|X-3|=|3-3|= |0|=0
e SeX=4:|X-3|=|4-3|=|1|=1
e SeX=5:|X-3|=|5-3|=]2|=2
e SeX=6:|X-3|=|6-3|=|3]=3

Sendo Z = max{|X - 3|, 1}, quando |X — 3| for menor que 1, o valor de Z serd Z = 1; caso contrario, Z sera igual a
|X—3]. Logo, Z assume os seguintes valores:

e SeX=1:|X-3|=2;entdoZ=2
e SeX=2:|X-3|=1entdoZ=1
e SeX=3:|X-3|=0;entdozZ=1
e SeX=4:|X-3|=1;entdoZ=1
e SeX=5:|X-3|=2;entdoZ=2
e SeX=6:|X-3|=3;entdoZ=3

Considerando que a probabilidade para cada situagdo é p = 1/6, entdo a esperanca (ou média) da variavel é:

E(Z)=zz.p(z=z)=2><%+1x

Gabarito: A

1 1 1 1 1
CHIX—o+1X-+2X—+3Xo=—=

10

5
6 "6 "6 “76 "6 6 3
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7. (CESGRANRIO/2011 — Petrobras) Estatisticas do Departamento de Transito sobre o envolvimento de
motoristas em acidentes com até 2 anos de habilitagao indicam que o seguinte modelo pode ser adotado, ou
seja, a varidvel aleatoria X representa o numero de acidentes e assume valores 0,1, 2,3 e 4:

Numero de Acidentes (X) 0 1 2 3 4
P(X = x) 0,3 0,2 0,1 0,1 0,3

O valor esperado e o desvio padrao da variavel aleatéria X sdo respectivamente:
a)1,9e1,64

b)1,9e 2,69

c)2,0e1l,64

d) 2,0e 2,69

e)2,69e1,9

Comentarios:

O valor esperado da varidvel é dado por:

E(X) = Zx.P(X - x)
E(X)=0x03+1x%x02+2x%x01+3x01+4x0,3
E(X)=02+02+03+12=19
Para calcular o desvio padrdo, primeiro calculamos a variancia:
V) =EX?) - [ECO)

O valor de E(X?) é:

E(X?) =Zx2.P(X =x)
E(X»)=0%2x03+12x02+22x0,14+32x0,1+42x0,3
E(X?)=1x02+4x0,1+9x0,1+16x0,3

E(X*)=02+04+09+48=6,3

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - Geoprocess 99 1 e An:
www.estrategiaconcursos.com.br 134

o https://t.me/kakashi_copiador —



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro,
Aula 01 - Equipe Exatas

A variancia é a diferenca entre esse resultado e [E (X)]?:
V(X)=63-[19]>=6,3—3,61=2,69

Por fim, o desvio padrdo é a raiz quadrada da variancia:

D(X) = /2,69 = 1,64

Gabarito: A

8. (CESGRANRIO/2009 — BNDES) Um casal decide ter filhos até que, eventualmente, tenham filhos dos
dois sexos, ou seja, uma menina e um menino, nao importando a ordem de nascimento. Alcan¢ado este
objetivo, nao terao mais filhos. Sup6e-se que, em cada nascimento, a probabilidade de ser menino seja 50%
e de ser menina também 50%, independente do resultado de outros nascimentos, desconsiderando as demais
possibilidades, como: ndo engravidar, gravidez acidental, nascimento de gémeos, etc.

Qual seria o numero de filhos mais provavel do casal, isto é, a moda da distribuicao de probabilidades sobre
o numero de filhos?

Comentarios:

1

O casal deseja ter filhos dos 2 sexos, sendo a probabilidade de ter uma menina p, = sea probabilidade de ter

. 1
um menino py = -.

A probabilidade de o casal ter apenas 2 filhos (nimero minimo possivel), corresponde a probabilidade de vir
uma menina e um menino, em qualquer ordem:

X X

N| =

NGRS

N| =
I

N| =
N =
N =

P(X =2) =paXpo~+DoXDa= +

A probabilidade de o casal ter 3 filhos, corresponde a probabilidade de virem 2 meninas e 1 menino, nessa
ordem, ou 2 meninos e 1 menina, nessa ordem:
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1 1
P(X =3) =ps XpaXpo+PoXDpo XPAZEXEX

A probabilidade de o casal ter 4 filhos, corresponde a probabilidade de virem 3 meninas e 1 menino, nessa
ordem, ou 3 meninos e 1 menina, nessa ordem:

1 1 1 1 1 1 1 1
P(X =4) =PpaXpaXPaXPo+PoXPoXPoXPs=5X5X X+ XoXoxXo=rtr=g

. . . . 1 . ~
Note que a cada novo filho, multiplicamos a probabilidade anterior por b portanto, as probabilidades vao

reduzindo. Logo, o numero de filhos associado a maior probabilidade (moda dessa distribuicdao) é o minimo
possivel, isto é, X = 2.

Gabarito: B

9. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Seja X uma variavel discreta que representa o valor numérico de uma tinica
jogada de um dado honesto de seis faces. Qual a probabilidade de X=4 ou X=57?

a) 5/6
b) 2/3
c) 1/2
d)1/3
e)1/6
Comentarios:

A probabilidade de qualquer uma das faces do dado, que corresponde a probabilidade de a varidvel aleatdria
assumir qualquer valor X=xparax=1,2,3,4,5,6, é:

1
P(X=x)=g

O enunciado pede a probabilidade de X = 4 ou X = 5 (unido de eventos excludentes), que é igual a soma das
probabilidades:

1 2 1
PX=4UX=5=PX =4 +PX=5)=-+-=-=3

N =

Gabarito: D
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10. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Seja X uma variavel aleatdria discreta com valores x = 0,1,2 e probabilidade
P(X=0) = 0,25, P(X=1) = 0,50 e P(X=2) 0,25. O valor de E(X?) é:

e)5
Comentarios:

O valor de E(X?) é dado por:

E(X?) =Zx2.P(X = x)
E(X?) =0?°%x0,25+1>%x05+22%x025=1x05+4%x025=05+1=1,5

Gabarito: C
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AVISO IMPORTANTE!

(. 9]

SE LIGA!

0l3, alunos (as)!

Informamos que ndo temos mais questées da banca, referente ao assunto tratado na aula de hoje, em
virtude de baixa cobranca deste topico ao longo dos anos. No entanto, para complementar o estudo e deixar
sua preparag¢ao em alto nivel, preparamos um caderno de questdes inéditas que servird como treino e
aprimoramento do conteudo.

Em caso de duvidas, ndo deixe de nos chamar no Férum de duvidas!

Bons estudos!

Estratégia Concursos
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QUESTOES COMENTADAS - INEDITAS

Nocdes de varidveis discretas

1. Abel planeja investir o seu capital, mas esta em duvida entre dois investimentos, cujos retornos
variam de acordo com o cenario econdmico. Com o primeiro investimento, Abel ird obter o dobro do
capital investido no cendrio favoravel; 20% a mais do capital investido no cenario intermedidrio; e 90% do
capital investido no cenario desfavoravel. Em relacdo ao segundo investimento, Abel ird obter o triplo do
capital investido no cendrio favoravel; o mesmo capital investido no cendrio intermediario; e 50% do
capital investido no cenario desfavoravel.

Considera-se que a probabilidade do cenario favoravel é de 20%, do cenario intermediario é de 50% e do
cenario desfavoravel é de 30%. Pelo critério do maior valor esperado, Abel deve optar pelo
(primeiro/segundo) investimento, em que se espera obter vezes o capital investido.

A alternativa que completa corretamente as lacunas é:

a) segundo; 1,50

b) primeiro; 1,27

c) segundo; 0,75

d) primeiro; 1,10

e) segundo; 1,25

Comentarios:

Para visualizar melhor essa questdao, podemos montar uma tabela com os possiveis cenarios e os valores que
Abel ird obter de cada investimento, em cada cendrio, supondo que investiu x:

Cenario Probabilidade | Investimento | | Investimento Il
Favoravel 20% 2X 3x
Intermediario 50% 1,2x 1x
Desfavoravel 30% 0,9x 0,5x

Para calcular o valor esperado de cada investimento, multiplicamos os retornos pelas respectivas
probabilidades e somamos os produtos. Para o primeiro investimento, a esperanca é:

E(I) =2x%x0,2+4+1,2xx0,5+09x x0,3=0,4x + 0,6x + 0,27x = 1,27x
Para o segundo investimento, a esperanca é:

E(II) =3x%x0,2+1xx 05+ 0,5x X 0,3 =0,6x +0,5x + 0,15x = 1,25x

proc 104 ento e
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Portanto, o primeiro investimento tem maior valor esperado, em que se espera obter 1,27 vezes o capital
investido.

Gabarito: B

2. Um representante de vendas possui 2 produtos para vender: o produto A, com valor de R$1.000,00;
e o produto B, com valor de R$500,00. Em um certo dia, o vendedor deve escolher entre encontrar com o
cliente X ou com o cliente Y, com o objetivo de efetuar uma venda. Para ambos os clientes, a probabilidade
de vender o produto B é o triplo da probabilidade de vender o produto A, ndo sendo possivel a venda de
ambos os produtos.

Considerando essa situagao hipotética, é correto afirmar que:
a) A probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente X é no maximo igual a 3

b) Se a probabilidade de o representante vender o produto B ao cliente Y for igual a 15%, entdo o valor
esperado de venda a esse cliente serd igual a RS 525,00.

c) Se a probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente Y for metade da probabilidade de ele
vender o produto B ao cliente X, entdo o valor esperado de venda ao cliente Y serd uma vez e meia o valor
esperado de venda ao cliente X.

d) Se a probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente X for igual a 25%, entdo a
probabilidade de ele efetuar alguma venda a esse cliente é igual a 75%.

e) Se a probabilidade de o representante vender o produto B ao cliente Y for o dobro da probabilidade de
ele vender o produto A ao cliente X, entdo o valor esperado de venda ao cliente Y serda maior que o valor
esperado de venda ao cliente X.

Comentarios:

O enunciado informa que ha 2 produtos, mutuamente exclusivos, a venda: A com valor de RS 1.000 e B com
valor de RS 500, sendo que a probabilidade de vender o produto B é o triplo da probabilidade de vender o
produto A:

P = 3.Pa
Sabe-se, ainda, que ha 2 clientes, mutuamente exclusivos: X e Y.

A alternativa A pede a probabilidade maxima de o representante vender o produto A ao cliente X. Para isso,
devemos considerar que a probabilidade de venda (do produto A ou do produto B) é no maximo igual a 1:

patpp=1
pat+3.pa=1
a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - proc 105 jento e
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Pa <

AN

e . . . 1 o 1 . .
Logo, a probabilidade de vender o produto A é no maximo igual a S endoar. Logo, a alternativa A estd
incorreta.

Em relagdo a alternativa D, sendo p4, = 25%, a probabilidade de venda de um dos produtos, A ou B, é igual
a 100%, como vimos. Logo, a alternativa D também esta incorreta.

A alternativa B afirma que a probabilidade de venda do produto B ao cliente Y é igual a 15%. Nessa situagao,
a probabilidade de venda do produto A a esse cliente é:

P =3.Pa
0,15 = 3pA
0,15
pA == = 0,05

Assim, o valor esperado de venda para esse cliente é:
E(Y) =1000 X p, + 500 X pg = 1000 x 0,05+ 500 x 0,15 =50 + 75 = 125
Que é diferente de RS 525, logo a alternativa B esta incorreta.

A alternativa C supde que a probabilidade de venda do produto A ao cliente Y é metade da probabilidade de
venda do produto B ao cliente X:

1
pa(Y) = E-PB(X)
Sabendo que pg = 3.p,4 para ambos os clientes, entdo:

pa(Y) ==.[3.p4(X)] = 1,5.pa(X)

N[ =

O valor esperado da venda para X pode ser expresso como:
E(X) = 1000 X p4(X) + 500 X pg(X) = 1000 X p4(X) + 500 X 3.p4(X)
E(X) = 2500.p4(X)
E o valor esperado de venda para Y pode ser expresso como:
E(Y) = 1000 X ps(Y) + 500 X pg(Y) = 1000 X p4(Y) + 500 X 3.p,(Y)

E(Y) = 2500.p,(Y)

CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 - proc 106 jento e

, www.estrategiaconcursos.com.br 134

https://t.me/kakashi_copiador



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro,
Aula 01 - Equipe Exatas
Sabendo que p, (V) = 1,5.p4(X), o valor esperado de venda para Y é dado por:
E(Y) = 2500.[1,5.p,(X)] = 1,5 x 2500.p,(X) = 1,5. E(X)

Portanto, o valor esperado de Y, de fato, serd igual a uma vez e meia o valor esperado de X; e a alternativa C
esta correta.

A alternativa E sup8e que a probabilidade de venda do produto B ao cliente Y é o dobro da probabilidade de
venda do produto A ao cliente X:

pe(Y) = 2.pa(X)
Sabendo que pg = 3.p,4 para ambos os clientes, entdo:

3.p4(Y) = 2.p,(X)

2
pa(r) =5.pa(®)

Sabendoque E(X) = 2500.p,(X) eque E(Y) = 2500.p,(Y), podemos indicar o valor esperado de Y como:
2 2 2
E(Y) = 2500. [g.pA(X)] = <X 2500.p,00 = 5. E(0)

Logo, o valor esperado de Y serd menor (e ndo maior) do que o valor esperado de X; e a alternativa E esta
errada.

Gabarito: C

3. Suponha a fungdo de probabilidade para a variavel aleatéria discreta X p(x) = %, parax=1,2e3,
sendo k uma constante. Se F(.) é a funcdo distribuicdo acumulada correspondente, entdo F(2,5) é igual a:

a)2/3

b) 0

c)1/2

d)1

e)1/6
Comentarios:

O primeiro passo é definir o valor de k, sabendo que a soma das probabilidades parax=1,x=2ex=3¢
iguala 1:

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
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PX=1D+PX=2)+P(X=3)=1

sl
= w

== E ol o) -l I S
Il
—_

=6

O valor F(2,5) é a soma das probabilidades para os valores de X menores ou iguais a 2,5, no caso, X=1¢e X
=2:

F(25)=P(X <25 =P(X=1)+PX =2)

+

(o NI
ol N
N w
N -

F(2,5) =

Gabarito: C

ATENGAO: O ENUNCIADO A SEGUIR REFERE-SE AS QUESTOES 4 A 6.

Suponha uma variavel aleatéria discreta X com fungao de distribuicao acumulada dada por:

x |2]-1]0] 1 2
F(x) | 3k | 5k | 7k | 15k | 20k

Em que k representa uma constante.

4. A probabilidade de X assumir valores positivos é igual a:

a) 0,70

b) 0,86

c) 0,75

d) 0,84

e) 0,65

Comentarios:

A questdo fornece a fungdo de distribuigdo acumulada (f.d.a.) da variavel, F(x) = P(X < x). Sabendo que a

probabilidade associada a todos os valores possiveis da varidvel é igual a 1, entdo a f.d.a. para o maior valor
da variadvel é igual a 1:

proc 108 jento e
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F(2Q =P(X<2)=20k=1

k = - = 0,05
20 7

A probabilidade de X assumir valores positivos (X > 0) pode ser calculada pelo complemento da probabilidade
P(X <0):

PX>0)=1-P(X<0)=1-F(0)
PX>0)=1-7k=1-7%0,05=1-0,35=0,65

Gabarito: E

5. A média e moda da variavel valem, respectivamente:
a)0,88¢e2

b)Ooel

c)0,5e0,40

d)0e2

e)0,5e1

Comentarios:

O primeiro passo é conhecer o valor de k, que calculamos na questao anterior, sabendo que a f.d.a. para o
maior valor da distribuicdo é igual a 1:

F(2)=20k=1
k = - = 0,05
20

Agora, vamos calcular a sua distribuicdo de probabilidades a partir da f.d.a. A probabilidade de um valor é
igual a diferenca entre a f.d.a. para aquele valor e a f.d.a. para o valor anterior:

X -2 -1 0 1 2
F(x) 3*0,05 = 0,15 5*0,05 = 0,25 7*0,05 = 0,35 15*0,05 = 0,75 20*%0,05=1
P(X =x) 0,15 0,25-0,15=0,10 | 0,35-0,25=0,10 | 0,75-0,35=0,40 | 1-0,75=0,25

Podemos observar que a moda, isto &, o valor da distribuicdo associado a maior probabilidade de ocorréncia
é Moda(X) = 1.

I
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Para calcular a média (ou esperanca), multiplicamos os valores da variavel pelas respectivas probabilidades
e somamos os produtos:
E(X)=-2x%x015-1x%x0,10+0x%x0,10+1x0,40+2x%x0,25=-03—0,1+0+0,4+4+0,5=0,5

Gabarito: E

6. A variancia da variavel é:

a) 1,85

b) 1,61

c) 10,00

d) 1,47

e) 2,00

Comentarios:

Para calcular a variancia, precisamos da média, que calculamos na questdo anterior, E(X) =0,5. Agora, vamos

construir uma tabela com os desvios em relagdo a média; esses desvios elevados ao quadrado; e esses
quadrados multiplicados pelas respectivas probabilidades (que calculamos na questdo anterior):

X 2 1 0 1 2
P(x) 0,15 0,10 0,10 0,40 0,25
x - E(X) 2-05=-25 | -1-05=-15 | 0-05=-0,5 | 1-0,5=0,5 2-05=15
[x - E(X)] (-2,502=6,25 | (-1,52=2,25 | (-0,522=0,25 | (0,52=0,25 | (1,5)2=2,25
[x - E(X)]2. P(x) 0,9375 0,225 0,025 1 0,5625

E a variancia corresponde a soma da ultima linha:
V(X)=0,9375+0,225+0,025+1 + 0,5625=1,85

Gabarito: A

7. Suponha que a variavel X assuma apenas os valores 1, 2, 3, 4 e 5. Sendo F(.) a fungdo distribuicdo
acumulada correspondente, sabe-se que F(1,23) = 10%, que F(2,35) = 30% e que F(4,52) = 70%. Sabendo
que P(X =5) é o dobro de P(X = 4), entdo é verdadeiro que:

a) P(X=3)=40%

b) P(2<X<4)=60%

I
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c) Amodade X é igual a4
d) P(X > 4) = 30%

e) P(X < 3) =55%
Comentarios:

O enunciado informa que a varidvel assume apenas os valores 1, 2, 3, 4 e 5. Assim, a func¢do distribuicao
acumulada F(1,23) é a probabilidade P(X = 1):

F(1,23) =P(X<123)=PX =1)=10%
A funcdo distribuicdo acumulada F(2,35) corresponde a soma das probabilidades P(X = 1) e P(X = 2):
F(235)=P(X<235)=PX=1)+PX =2)
Sabendo que F(2,35) =30% e que P(X = 1) = 10%, podemos calcular a probabilidade P(X = 2):
F(2,35) =10% + P(X =2) =30%
P(X=2)=30%—10% = 20%

O enunciado informa que F(4,52) = 70%. A fungdo distribuicdo acumulada nesse ponto contempla todos os
valores, exceto X = 5. Logo, a probabilidade P(X = 5) é complementar:

P(X =5)=100% — F(4,52) = 100% — 70% = 30%
Sabendo que essa probabilidade é o dobro de P(X = 4), entdo:

P(X =5)=2xP(X = 4)

0%

=15%

3
P(X = 4) =

Conhecendo P(X =1) = 10%, P(X = 2) = 20% e P(X = 4) = 15%, podemos utilizar o valor da funcdo distribuicao
acumulada F(4,52) = 70% para calcular a probabilidade P(X = 3):

F(452) =P(X<452)=PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)
F(4,52) =10% + 20% + P(X =3) + 15% = 70%
P(X=3)=70%—45% = 25%
Assim, concluimos que a alternativa A esta incorreta, assim como a alternativa B, pois P(2 < X < 4) = P(X = 3).

Em relacdo a alternativa C, a moda é X =5, pois é o valor associado a maior probabilidade. Logo, a alternativa
C também esta incorreta.
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Em relacdo a alternativa D, temos:
PX=>4)=PX=4)+PX=5)=15%+ 30% = 45%
Logo, a alternativa D estd incorreta.
Em relagdo a alternativa E, temos:
PX<3)=PX=1D)+PX=2)+PX=3)=10% + 20% + 25% = 55%
Logo, a alternativa E esta correta.

Gabarito: E

8. Maria estava analisando um relatério de dados e resolveu verificar as proporgdes com que cada
algarismo aparecia, no intuito de verificar a sua aleatoriedade. As proporcoes de cada algarismo estdo
indicadas na tabela a seguir:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
20% | 18% | 15% | 12% | 11% 6% 5% 6% 4% 3%

Considerando a distribuicao de probabilidade encontrada, Maria desconfiou dos dados do relatério
porque o terceiro quartil é igual a:

a)3
b) 4
c)5
d) 6
e)7
Comentarios:

O terceiro quartil da distribuicdo corresponde ao menor valor que concentra uma fungao de distribuicdo
acumulada (f.d.a.) de pelo menos 75%. Assim, vamos incluir a f.d.a. na tabela fornecida:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
20% | 18% | 15% | 12% | 11% 6% 5% 6% 4% 3%
20% | 38% | 53% | 655 | 76% | 82% | 87% | 93% | 97% | 100%

Podemos observar que o primeiro valor para o qual F(Q3) = 75% é Q3 = 4.

Gabarito: B
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ATENGAO: O ENUNCIADO A SEGUIR REFERE-SE AS QUESTOES 9 E 10.

Considere a seguinte funcdo de probabilidade da variavel aleatéria discreta X:

0,2, x=-1

PO =104 X1
0,1, x=2
9. O valor do segundo momento de X é igual a:
a) 0,40
b) 0,84
c) 0,60
d) 1,00
e) 0,80

Comentarios:

Para calcular o segundo momento central E(X?), primeiro elevamos os valores da varidvel ao quadrado; em
seguida, multiplicamos os quadrados pelas respectivas probabilidades; e, por fim, somamos os produtos:
n

E(X?) =Zx2.p(x)
EX?)=(-1)?x02+02%x03+12%x04+22x01=02+0+04+04=1

Gabarito: D

10. Considere também a variavel aleatéria discreta Y = 3.X + 2. Arespeito de X e Y, é correto afirmar:
a) P(X<0)=P(Y<0)

b) o segundo momento central de Y é 9 vezes o segundo momento central de X.

c) E(Y)=1,2

d) o primeiro quartil de X é igual ao primeiro quartil de Y

e) V(Y) =4,52

Comentarios:
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A variavel X apresenta a seguinte distribuicdo de probabilidade:

X P

-1 0,2
0 0,3
1 0,4
2 0,1

Para calcular a distribuicao de probabilidade da varidvel Y = 3X + 2, fazemos

Y P
3.(-1)+2=-1 0,2
30+2=2 0,3
3.1+2=5 0,4
32+2=8 0,1

Em relacdo a alternativa A, temos para X:
PX<0)=PX=-1)=0,2
Em relacdo a Y, temos:
P(Y<0)=P(Y =-1)=0,2

Logo, P(X < 0) = P(Y < 0) e a alternativa A estd correta. Em relagdo a alternativa B, calculamos na questado
anterior que o segundo momento de X é E(X?) = 1. J4 o segundo momento central de Y é:

E(Y?))=(-1)2%x02+22%x03+5%%x04+8°%x01=02+12+10+6,4=178

Logo, o segundo o momento central de Y ndo é 9 vezes o segundo momento central de X e alternativa B esta
incorreta. Em relagdo a alternativa C, a médiade Y é:

E(Y)=(-1)x02+4+2x03+5%x044+8x%x01=-02+06+2+08=32

Logo, a alternativa C estd incorreta. Em relacdo a alternativa D, o primeiro quartil é o menor elemento para
o qual a func¢do distribuicdo acumulada é F(Q,) = 0,25. Considerando que a probabilidade do primeiro
elemento de ambas as distribuicdes é igual a 0,2, o primeiro quartil sera igual ao segundo elemento. Para X,
temos Q;(X) = 0 e, para Y, temos Q,(Y) = 2. Logo, o primeiro quartil de X é diferente do primeiro quartil
de.

Em relacdo a alternativa E, podemos calcular a variancia de Y a partir do segundo momento central de Y
E(Y?) = 17,8 e da média E(Y) = 3,2, que calculamos anteriormente:

VYY) =EX?» -[EY)]?=178-(3,2)>?=17,8—10,24 = 7,56

Gabarito: A
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11. Sejam X e Y duas variaveis aleatdrias com variancias iguais a 1 e 4, respectivamente, e covariancia
igual a -2. A variavel Z = 3X - Y/2 tem variancia igual a:

a)5

b) 14

c)8

d) 16

e)9

Comentarios:

O enunciado pede a variancia de Z = 3X - Y/2, tendo fornecido a variancia de X e Y, bem como a covaridncia:
Y
Var(Z) = Var (3X — E)
A variancia da diferenca corresponde a soma das variancias, subtraindo-se o dobro da covariancia:
Y Y
Var(Z) = Var(3X) + Var (E) —2.Cov <3X, E)

Em relagdo a variancia, quando multiplicamos (ou dividimos) a varidvel por uma constante, a variancia é
multiplicada (ou dividida) pelo quadrado dessa constante. Em relacdo a covaridncia, quando multiplicamos
uma variavel por uma constante, a covariancia é multiplicada por essa constante. Logo:

1\? 1
Var(Z) = 3%2.Var(X) + (E) JVar(Y) —2x3x > X Cov(X,Y)

1
Var(Z) = 9.Var(X) + 7 Var(Y) —3.Cov(X,Y)
Sabendo que Var(X) =1, Var(Y) = 4 e Cov(X,Y) = -2, podemos calcular a variancia pedida:
1
Var(Z)=9><1+Z><4—3><(—2)=9+1+6=16

Gabarito: D
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12. Sejam X e Y duas variaveis aleatdrias, ambas com média igual 3. Sabe-se ainda que o momento de
segunda ordem de X é igual a 10 e o de Y é igual 13. Considerando E(XY) = 11, é correto afirmar que:

a) o desvio padrdaodeYé DP(Y) = 4.

b) o coeficiente de correlagdo é p(X,Y) = 1.
c) a covarianciade XeY é Cov(X,Y) = 20.
d) a variancia dasoma é Var(X +Y) = 5.

e) avaridanciade X éVar(X) = 7.
Comentarios:

Em relacdo a X, o enunciado informa que a média é E(X) = 3 e que o momento de 22 ordem é E(X?) = 10. Com
base nessas informacgdes, podemos calcular a variancia de X:

Var(X) = E(X®) — [E(X)]?=10-[3]2=10-9=1

Logo, a alternativa E esta incorreta. Em relagdo a Y, sabendo que a média é E(Y) = 3 e que o momento de 22
ordem é E(Y?) = 13, a variancia de Y é dada por:

Var(Y) = E(Y?) —[EWM]?=13-[3]?=13-9=4

Consequentemente, o desvio padrdo, raiz quadrada da variancia, é DP(Y) = /Var(Y) = V4 =2, logo a
alternativa A estd incorreta.

Conhecendo E(XY) = 11 e as médias das varidveis, podemos calcular a covariancia:
Cov(X,Y)=EX.Y)—-EX).E(Y)=11-3Xx3=11-9=2
Portanto, a alternativa C esta incorreta.
Apds o calculo da covariancia, podemos obter a variancia da soma das variaveis:
Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y) + 2.Cov(X,Y) =1+4+2%x2=9
Logo, a alternativa D esta incorreta.

J4, o coeficiente de correlacdo é a razao entre a covariancia e os desvios padrdo das variaveis:

Cov(X,Y) 2 2

pIxY) = JVar(X).\/Var(Y) TVIVE 1x2 !

Portanto, a alternativa B esta correta.

Gabarito: B
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13. Para duas variaveis aleatdrias, estdo disponiveis as seguintes estatisticas elementares: Var(X) = 4,
Var(X-Y)=9ep(X,Y)=1/3.

Entdo a variancia de Y é igual a:
a)5
b) 17/3
c)9
d) 4/3
e)3
Comentarios:
A variancia da diferenca é dada por:
Var(X —Y) =Var(X) + Var(Y) — 2.Cov(X,Y)
Para obtermos a covariancia a partir do coeficiente de correlacdo, fazemos:

B Cov(X,Y)
-~ Var().Var(Y)

p(X,Y)

Cov(X,Y) = p(X,Y) x \/Var(X). /Var(Y)
Sabendo que p(X,Y) = ée Var(X) = 4, temos:

Cov(X,Y) = % X V4.\[Var(Y) = ;,/Var(Y)

Substituindo esse resultado na férmula da variancia da diferenca e sabendo que Var(X) =4 e Var(X-Y) =9,
temos:

2
Var(X-Y) =4+ Var(Y) — 2.5. Var(Y) =9

4
Var(Y) — §.N/Var(Y) —-5=0
Para encontrar a variancia de Y, vamos substituir /Var(Y) = x e Var(Y) — x? e aplicar Bhaskara:

2 2 5=0
X°—=x—5=
3
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Ae b4 _( 4)2 4x1x(5) =18 5g 16+180 19
- T3 B
4, 14
—b+VA_3i7
x: =
2a 2

Como a raiz da variancia é necessariamente um numero positivo, hd somente uma possibilidade para x:

4 14 18
(=3"3_3_6_4
2 2 2

Esse é o valor para raiz da variancia de Y: \/Var(Y) = 3. A variancia de Y é, portanto, o quadrado desse
resultado:

Var(Y) =32=9

Gabarito: C

14. Sejam X, Y e Z trés varidveis aleatdrias, tais que Var(Y) = 2,25, Cov(Y,Z) = 1, Var(2Y - Z) = 9, Cov(X,2)
=0,5 e p(X,Z) = 0,25.

Entdo a varianciade X é
a) 0,75
b) 1,00
c) 0,50
d) 4,00
e) 5,50
Comentarios:
A variancia da diferenca é dada por:
Var(2Y — Z) = Var(2Y) + Var(Z) — 2.Cov(2Y,Z)
Pelas propriedades da variancia, quando multiplicamos uma varidvel por uma constante, a variancia é
multiplicada pelo quadrado dessa constante. Em relacdo a covariancia, quando multiplicamos uma variavel

por uma constante, a covariancia é multiplicada por essa mesma constante. Assim:

Var(2Y —Z) = 22.Var(Y) + Var(Z) — 2 x 2.Cov(Y, Z)
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Var(2Y —Z) = 4.Var(Y) + Var(Z) — 4.Cov(Y,Z)
Sabendo que Var(Y) = 2,25, que Cov(Y,Z) = 1, temos:
Var(QY —Z) =4 x 225+ Var(Z) —4x 1
Var(QY —Z2) =9+ Var(Z) —4 =Var(Z) + 5
Considerando que Var(2Y - Z) = 9, entdo:
Var(2Y —Z) =Var(Z) +5=9
Var(Z) =9—-5=4
Pela férmula do coeficiente de correlagdo entre X e Z, temos:

_ Cov(X,Z2)
- JVar(X).\/Var(Z)

p(X,Z)

O enunciado informa que p(X,Z) = 0,25 e que Cov(X,Z) = 0,5. Sabendo que Var(Z) = 4, podemos
calcular a variancia de X:

0,25 = 05
’ JVar(X). V4
0,5
0,25 = ———
Var(X).2

JVar(X) x 2 x 0,25 = 0,5
JVar(X) x0,5=10,5
JVar(X) =1

Var(X)=12=1

Gabarito: B
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15. O diretor da empresa HM estava achando injusta a distribuicdo de salarios entre homens e
mulheres e decidiu analisar a questdao mais afundo. Em seu levantamento inicial, verificou que o salario
dos homens tem média igual a 9 mil reais e variancia de 9 (mil reais)?, enquanto o saldrio das mulheres
tem média igual a 4 mil reais e variancia de 4 (mil reais)?.

A respeito dessa situacao hipotética, pode-se afirmar corretamente que:

a) a dispersao relativa dos salarios é igual para homens e mulheres.

b) a variancia relativa dos salarios das mulheres é igual a 4.

c) o coeficiente de variagdao dos saldrios dos homens é igual a 3.

d) a medida adimensional da dispersao dos salarios é maior para as mulheres do que para os homens.

e) o coeficiente de variacdo dos saldrios dos homens é mais que o dobro do coeficiente de variacao dos
saldrios das mulheres.

Comentarios:

O enunciado informa que o salario dos homens tem média H = 9 e variancia Var(H) = 9; enquanto o
salario das mulheres tem média M = 4 e variancia Var(M) = 4.

Em relacdo a alternativa A, a dispersao relativa é representada pelo coeficiente de variacao, dado pela razdo
entre o desvio padrao (raiz quadrada da variancia) e a média. Em relagdo aos saldrios dos homens, o desvio
padrao é:

oy =+/Var(H) = V9 =3

Logo, o coeficiente de variagdao dos saldrios dos homens é:
Oy 1
CVH)=—=====
H 9 3
Com esse resultado, podemos afirmar que a alternativa C esta incorreta. Em relagao aos salarios das
mulheres, o desvio padrao é:

oy =+/Var(M) =4 =2

Logo, o coeficiente de variacdo é:

CV(M):ﬁ:Z:E

Portanto, a dispersdo relativa ndo é igual para homens e mulheres e a alternativa A esta incorreta.

I
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Também podemos concluir que a medida adimensional de dispersao (coeficiente de variacdo) é maior para

mulheres do que para homens. Com isso, concluimos que a alternativa D estd correta e que a alternativa E
estd incorreta.

Em relacdo a alternativa B, a variancia relativa é o quadrado do coeficiente de variagao. Logo, a variancia
relativa dos saldrios das mulheres é:

2

VR(M) = [CV(M)]? = (1) _

1
2 4

Logo, a alternativa B esta incorreta.

Gabarito: D
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LISTA DE QUESTOES —- CESGRANRIO

Nocdes de variaveis discretas

1. (CESGRANRIO/2021 - BB) Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias com as seguintes informacgdes sobre
as variancias:

(i) var (X) =4

(ii) Var(Y) =9

(iii) var(X +Y) =9

Qual é o valor da covariancia entre X e Y:
a)-4

b) -2

c)0

d) 6

e) 36

2. (CESGRANRIO/2018 - Petrobras) A realizagdo de um teste requer a aquisi¢do de um seguro de vida
para cada pessoa envolvida, no valor de R$ 10.000,00 por pessoa. O valor do prémio estabelecido pela
companhia seguradora é RS 1.000,00 por apdélice. Experiéncias passadas indicam uma probabilidade de
0,001 de uma pessoa vir a 6bito ao longo do teste. O ganho esperado da companhia para cada apdlice
vendida, em reais, nessas condig¢oes, é igual a

a) 99,90

b) 900,00

c) 981,00

d) 990,00

e) 999,00
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3. (CESGRANRIO/2018 — Transpetro) Uma pessoa prefere ganhar RS 100,00 com probabilidade de
100%, um evento certo, em vez de participar de um sorteio com probabilidade x de ganhar RS 200,00 e (1-
x) de nada ganhar. Deduz-se que a pessoa é avessa ao risco se x for igual a:

a) 55%

b) 45%

c) 35%

d) 25%

e) 15%

4. (CESGRANRIO/2016 — IBGE) A venda diaria X de um certo produto numa loja obedece a seguinte
distribuicao de probabilidade:

k 0 1 2 3 4
P(X=k) | 0,15 | 0,20 | 0,40 | 0,20 | 0,05

Qual a probabilidade de que o total das vendas do produto de dois dias consecutivos seja 3?
a) 4%

b) 11%

c) 15%

d) 20%

e) 22%

5. (CESGRANRIO/2016 — IBGE) Se duas variaveis aleatdrias, X e Y, tém correlagdo linear negativa,
entao:

a) Quanto menor for o valor de X, menor serd o valor de Y.

b) A soma dos valores esperados de X e Y € menor do que o valor esperado de X + .

c) O produto dos valores esperados de X e Y € menor do que o valor esperado do produto X . Y.
d) A soma das variancias de X e Y é igual ou menor do que a varianciade X + .

e) A soma das varidancias de X e Y é estritamente maior do que a varianciade X +Y.
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6. (CESGRANRIO/2014 - EPE) Considere o experimento de langar um dado honesto, e seja X a variavel
aleatdria discreta que representa a face superior do dado. A média da variavel aleatéria Z = max{|X - 3|,
1} é dada por

a)5/3

b) 7/2

c)1/2

d)o

e)3

7. (CESGRANRIO/2011 - Petrobras) Estatisticas do Departamento de Transito sobre o envolvimento
de motoristas em acidentes com até 2 anos de habilitagdao indicam que o seguinte modelo pode ser
adotado, ou seja, a variavel aleatdria X representa o nimero de acidentes e assume valores 0, 1, 2, 3 e 4:

Numero de Acidentes (X) 0 1 2 3 4
P(X = x) 0,3 0,2 0,1 0,1 0,3

O valor esperado e o desvio padrao da variavel aleatdria X sao respectivamente:
a)19e1,64
b) 1,9 e 2,69
c)2,0e1l,64
d) 2,0e 2,69

e)2,69e1,9

8. (CESGRANRIO/2009 — BNDES) Um casal decide ter filhos até que, eventualmente, tenham filhos dos
dois sexos, ou seja, uma menina e um menino, ndo importando a ordem de nascimento. Alcancado este
objetivo, ndo terao mais filhos. Supde-se que, em cada nascimento, a probabilidade de ser menino seja
50% e de ser menina também 50%, independente do resultado de outros nascimentos, desconsiderando
as demais possibilidades, como: ndo engravidar, gravidez acidental, nascimento de gémeos, etc.

Qual seria o numero de filhos mais provavel do casal, isto é, a moda da distribuicao de probabilidades
sobre o niumero de filhos?

a)l

b) 2
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c)3

d) 4

e)5

9. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Seja X uma variavel discreta que representa o valor numérico de uma
unica jogada de um dado honesto de seis faces. Qual a probabilidade de X=4 ou X=5?

a) 5/6
b) 2/3
c)1/2
d) 1/3

e)1/6

10. (CESGRANRIO/2006 — EPE) Seja X uma variavel aleatodria discreta com valores x = 0,1,2 e
probabilidade P(X=0) = 0,25, P(X=1) = 0,50 e P(X=2) 0,25. O valor de E(X?) é:
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GABARITO
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LISTA DE QUESTOES — INEDITAS

Nocdes de variaveis discretas

1. Abel planeja investir o seu capital, mas esta em duvida entre dois investimentos, cujos retornos
variam de acordo com o cenario econdmico. Com o primeiro investimento, Abel ira obter o dobro do
capital investido no cendrio favoravel; 20% a mais do capital investido no cendrio intermediario; e 90% do
capital investido no cenario desfavoravel. Em relagdao ao segundo investimento, Abel ird obter o triplo do
capital investido no cendrio favoravel; o mesmo capital investido no cendrio intermediario; e 50% do
capital investido no cenario desfavoravel.

Considera-se que a probabilidade do cenario favoravel é de 20%, do cenario intermediario é de 50% e do
cenario desfavoravel é de 30%. Pelo critério do maior valor esperado, Abel deve optar pelo
(primeiro/segundo) investimento, em que se espera obter vezes o capital investido.

A alternativa que completa corretamente as lacunas é:

a) segundo; 1,50

b) primeiro; 1,27

c) segundo; 0,75

d) primeiro; 1,10

e) segundo; 1,25

2. Um representante de vendas possui 2 produtos para vender: o produto A, com valor de R$1.000,00;
e o produto B, com valor de R$500,00. Em um certo dia, o vendedor deve escolher entre encontrar com o
cliente X ou com o cliente Y, com o objetivo de efetuar uma venda. Para ambos os clientes, a probabilidade
de vender o produto B é o triplo da probabilidade de vender o produto A, ndo sendo possivel a venda de
ambos os produtos.

Considerando essa situac¢ao hipotética, é correto afirmar que:
a) A probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente X é no maximo igual a 3

b) Se a probabilidade de o representante vender o produto B ao cliente Y for igual a 15%, entdo o valor
esperado de venda a esse cliente serd igual a RS 525,00.

c) Se a probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente Y for metade da probabilidade de ele
vender o produto B ao cliente X, entdo o valor esperado de venda ao cliente Y serd uma vez e meia o valor
esperado de venda ao cliente X.
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d) Se a probabilidade de o representante vender o produto A ao cliente X for igual a 25%, entdo a
probabilidade de ele efetuar alguma venda a esse cliente é igual a 75%.
e) Se a probabilidade de o representante vender o produto B ao cliente Y for o dobro da probabilidade de

ele vender o produto A ao cliente X, entdo o valor esperado de venda ao cliente Y sera maior que o valor
esperado de venda ao cliente X.

3. Suponha a fungio de probabilidade para a variavel aleatéria discreta X p(x) = %, parax=1,2e3,
sendo k uma constante. Se F(.) é a func¢do distribuicdo acumulada correspondente, entdo F(2,5) é igual a:

a) 2/3
b) 0
c)1/2
d) 1

e)1/6

ATENGAO: O ENUNCIADO A SEGUIR REFERE-SE AS QUESTOES 4 A 6.

Suponha uma variavel aleatdria discreta X com fungao de distribuicao acumulada dada por:

x |2]1]0] 1 2
F(x) | 3k | 5k | 7k | 15k | 20k

Em que k representa uma constante.

4. A probabilidade de X assumir valores positivos é igual a:
a) 0,70

b) 0,86

c) 0,75

d) 0,84

e) 0,65
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5. A média e moda da variavel valem, respectivamente:
a)0,88¢e2
b)Ooel
c)0,5e0,40
d0e2

e)0,5e1l

6. A variancia da variavel é:
a) 1,85

b) 1,61

c) 10,00

d) 1,47

e) 2,00

7. Suponha que a variavel X assuma apenas os valores 1, 2, 3, 4 e 5. Sendo F(.) a fungdo distribui¢do
acumulada correspondente, sabe-se que F(1,23) = 10%, que F(2,35) = 30% e que F(4,52) = 70%. Sabendo
que P(X =5) é o dobro de P(X = 4), entdo é verdadeiro que:

a) P(X = 3) = 40%

b) P(2 < X < 4) = 60%

c) Amodade X é igual a 4

d) P(X = 4) = 30%

e) P(X < 3) =55%

8. Maria estava analisando um relatério de dados e resolveu verificar as propor¢ées com que cada
algarismo aparecia, no intuito de verificar a sua aleatoriedade. As proporc¢oes de cada algarismo estao
indicadas na tabela a seguir:

a CNU (Bloco 1 - Infraestrutura, Exatas e Engenharia) Conhecimentos Especificos - Eixo Tematico 5 -
www.estrategiaconcursos.com.br

proc 129 jento e
134

https://t.me/kakashi_copiador



Equipe Exatas Estratégia Concursos, Monik Begname de Castro,

Aula 01 - Equipe Exatas

0

1

2

3

4

5

6

20%

18%

15%

12%

11%

6%

5%

6%

4%

3%

Considerando a distribuicdo de probabilidade encontrada, Maria desconfiou dos dados do relatério
porque o terceiro quartil é igual a:

a) 3
b) 4
c)5
d) 6

e)7

ATENCAO: O ENUNCIADO A SEGUIR REFERE-SE AS QUESTOES 9 E 10.

Considere a seguinte fungao de probabilidade da varidvel aleatodria discreta X:

0,2,
P =10y
0,1,
9. O valor do segundo momento de X é igual a:
a) 0,40
b) 0,84
c) 0,60
d) 1,00
e) 0,80

X

-1
x=0
x=1
x=2

10. Considere também a variavel aleatdria discreta Y = 3.X + 2. A respeito de X e Y, é correto afirmar:

a) P(X<0)=P(Y<0)

b) o segundo momento central de Y é 9 vezes o segundo momento central de X.

c) E(Y)=1,2
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d) o primeiro quartil de X é igual ao primeiro quartil de Y

e) V(Y) = 4,52

11. Sejam X e Y duas variaveis aleatdrias com variancias iguais a 1 e 4, respectivamente, e covariancia
igual a -2. A variavel Z = 3X - Y/2 tem variancia igual a:

a)5
b) 14
c)8
d) 16

e)9

12. Sejam X e Y duas variaveis aleatdrias, ambas com média igual 3. Sabe-se ainda que o momento de
segunda ordem de X é igual a 10 e o de Y é igual 13. Considerando E(XY) = 11, é correto afirmar que:

a) o desvio padrdaode Y é DP(Y) = 4.

b) o coeficiente de correlagdo é p(X,Y) = 1.
c) a covarianciade XeY é Cov(X,Y) = 20.
d) a varidncia dasoma é Var(X +Y) = 5.

e) avarianciade X é Var(X) = 7.

13. Para duas variaveis aleatdrias, estao disponiveis as seguintes estatisticas elementares: Var(X) = 4,
Var(X-Y)=9e p(X, Y)=1/3. Entdo a varidncia de Y é igual a:

a)5

b) 17/3
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14. Sejam X, Y e Z trés varidveis aleatodrias, tais que Var(Y) = 2,25, Cov(Y,Z) = 1, Var(2Y - Z) = 9, Cov(X,Z)
=0,5 e p(X,Z) =0,25.

Entdo a varianciade X é

a) 0,75

b) 1,00

c) 0,50

d) 4,00

e) 5,50

15. O diretor da empresa HM estava achando injusta a distribuicido de saldrios entre homens e
mulheres e decidiu analisar a questao mais afundo. Em seu levantamento inicial, verificou que o salario
dos homens tem média igual a 9 mil reais e varidncia de 9 (mil reais)?, enquanto o saldrio das mulheres
tem média igual a 4 mil reais e varidncia de 4 (mil reais)?.

A respeito dessa situacao hipotética, pode-se afirmar corretamente que:

a) a dispersao relativa dos salarios é igual para homens e mulheres.

b) a variancia relativa dos saldrios das mulheres é igual a 4.

c) o coeficiente de variacdo dos saldrios dos homens é igual a 3.

d) a medida adimensional da dispersdo dos saldrios é maior para as mulheres do que para os homens.

e) o coeficiente de variacdo dos salarios dos homens é mais que o dobro do coeficiente de variacdo dos
saldrios das mulheres.
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GABARITO

1. LETRAB 6. LETRAA 11. LETRAD
2. LETRAC 7. LETRAE 12. LETRAB
3. LETRAC 8. LETRAB 13. LETRAC
4. LETRAE 9. LETRAD 14. LETRAB
5. LETRAE 10. LETRAA 15. LETRAD
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PIRATARIA £ CRIME.

Mas é sempre bom revisar o porqué e como vocé pode ser prejudicado com essa pratica.

Professor investe seu tempo
para elaborar os cursos e o
site os coloca avenda.

Pirata cria alunos fake
praticando falsidade
ideoldgica, comprando

cursos do site em nome de
pessoas aleatdrias (usando
nome, CPF, endereco e telefone
deterceiros sem autorizacéo).

Pirata fere os Termos de Uso,
adulteraasaulaseretiraa
identificacio dos arquives
PDF (justamente porque a
atividade & ilegal e ele ndo
quer que seus fakes

sejam identificados).

Concurseiro(a) desinformado
participa de rateio, achando

que nada disso esta acontecendo
eesperando se tornar servidor
publico para exigiro
cumprimento das leis.

Pirata divulga ilicitamente
(grupos de rateio), utilizando-se
tlo anonimato, nomes falsos ou
laranjas (geralmente o pirata se
anuncia como formador de
"grupos solidarios” de rateio
fue ndo visam lucro).

Pirata compra, muitas vezes,
clonando cartdes de crédito
(por vezes o sistema anti-fraude
nao consegue identificar

o golpe a tempo).

Pirata revende as aulas
protegidas por direitos autorais,
praticando concorréncia desleal
e em flagrante desrespeito a

Lei de Direitos Autorais

(Lei 9.610/98).

0 professor gue elaborou o
curso nao ganha nada, o site
nio recebe nada, e a pessoa
que praticou todos os ilicitos
anteriores (pirata) fica

com o lucro.

Deixando de lado esse mar de sujeira, aproveitamos para agradecer a todos

que adquirem os cursos honestamente e permitem que o site continue existindo.




